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E queflo tenue fag^ 
gio de* miei primi 
fudori » ilccome nata fotto gli 
aufpicj voftri , Monfigaor II- 
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lustris* 
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luftriliimo , e Reverendiflìmo , 
ed air aura crefciuto della ge- 
nerofa Voftra Protezione , per- 
ciò folo voftro non fofle inte- 
rara ente , dovrebb* egli nondi- 
meno ambire ardentemente di 
portare in fronte l'autorevol 
Nome Voftro , come di un Me- 
cenate , di cui non so fé più 
debbafi temerne il giudizio , 
o più defiarne il favore . Né 
perchè filile Teorie dell*Ana- 
lifì egli fi aggiri (oggetto per 
molti flraniero , ed inutile ) 
debbe meno lufìngarfi d* incon- 
trare il voftro compatimento; 
poiché di tutto ciò , che piiò 

rive- 



rìveftir 1* animo di pregevoli 
cognizioni , fiete in guifa for- 
nito, che per Voi (caratteri- 
ftica degli Uomini fommi ) di- 
fciplìna non vi ha , che non 
meriti di efTer commendata , 
e protetta . 

E a chi meglio , che a Voi , 
note fono le prerogative nobilif- 
fìme delle analitiche Dottrine i 

Chi meglio conofce la fo^ 
vrana loro influenza nel difì 
cuoprimcnto delle grandezze 
del Creatore , iparfe con tan- 
ta dovizia nella fempre ftcon.' 
da, e fempre mirabil natura > 
Non peraltro volefte, che ncU* 

A ji am-' 
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ampliffimo Semittàrló Voftro 
fioriere contattto ardore Io Au- 
dio della pia colta Filofofia, 
a rtott per altro vi degnate di 
fit-Ortiioverh con tanto impe- 
gìio , fé fton perchè in effa rav- 
vifate con finezza di genio , 
ttttta il bello , che la diftingue. 
A quelli iègnalatì pfegj, che 
éi nobilmente àpparteogono al- 
la degniffimà Voftra Perfona , 
mi dò l'oftore di confacf are il 
prelentc * benché tenue atte*- 
fìàéo della mia rirpettofiffiitia 
icrvkù i e fmgolat- venerazio- 
ne. PólTa quefto mio picciol 
lavoro i anch'eflb ottenere un 

' qual- 
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qualche luògo nell' ozio eru- 
dito, cui fapete con tant' ono- 
re inframettere al difficil tra- 
vaglio dell' Epifcopal Minifte- 
ro ! £ poflk chi vel prefenta , 
giungere a tanto ^ di meritare 
la Voilra Benignità » di cui niun 
votò potrebb* egli formare, che 
più decorofo per lui fbfTe , e 
più lufìnghiero . 



VmìHti.^ Devofist.» ed OhhUiathu Stn» 
Pietro Franchini . 

PRE- 




PREFAZIONE 



TRe sono stati gli oggetti ^ che ho 
avuti in mira nel comporre questo 
corso di Anah'si . 

II primo 5 di trattar compitamente TA- 
nalisij e di esporre perciò quanto si richie- 
de per sciogh'er qualunque Problema 9 
che non abbisogni delle Teorìe sublimi 
dell'Analisi Newtoniana . 

Il secondo 5 di riunire in un mediocre 
volume il più gran numero di cognizio- 
ni 5 che fosse possibile . 

11 terzo 5 di trattare una sì copiosa 5 e 
si abondevol materia 5 con un metodo as^ 
solutamente rigoroso* 

Per riescire nel primo oggetto 5 come 
pure 3 per aprirmi la strada a sodisP.c 
agli altri due 5 mi è convenuto introdurre 

neir 



p 

nell- Algebra Hue Teorie, che visi rico- 
nosceranno affatto nuove : Una è la Teo- 
rìa delle Funzioni continue 5 presa in tut- 
ta la sua estenzione . L'altraè Ja Teorìa 
delle principali dottrine intorno alle Fuit< 
2Ìoni variabili . 

Che io abbia trattata la prima j non dee 
sembrar punto strano , a chi sappia che 
dagli Algebristi più estesi s' inserisce nell* 
Algebra la Trigonometrìa » la quale non 
è poi di un' uso sì interessante , come la 
Teorìa delle Funzioni continue ; e dee 
sembrar del tutto opportuno a chi rifletta, 
che altrimenti non si può trattar l'Analisi, 
che per metà. : 

Oltre di questo , io son certo , che ai 
giovani amanti delle Matematiche dev'es^ 
ser molto utile , il trovare in pochi fogli 
raccolte con chiarezza le Dottrine piìl su. 
blimi sulle Funzioni continue , che al* 
trimenti dovrebbero acquistare con molti 
libri 5 e con diuturne fatiche ; e il veder- 
le trattate con tutto il rigore analitico, va- 
le a dire senza supporre giammài veruna 
proprietà , che non sia trov^a precedcà- 
teroente. ; ; ; . ; 1 

E' vero 5 che niun' altro ha introdotto 
nell'Analisi la Teorìa delle Funzioni coi». 

tiaue t 
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tinue; ma io mi dò a credere 5 e cori tut- 
to il fondamento 9 che se altri non lo ha 
fatto 5 se ne sia astenuto 5 per non inseri- 
re un Volume in una piccola Opera ; in- 
conveniente non sopportabile 5 e che io 
son giunto ad evitare 5 con prevalermi dei 
suggerimenti di M. d^AIembert ( Encicl. 
Artic. Courbes ) , con sostituire cioè i pri- 
ini precetti del Calcolo de' limiti 9 ai len^ 
ti , ed operosi Metodi dell'Algebra . 

Le prime nozioni sulla Teorìa delle 
Funzioni variabili 9 oltre che nascono 
spontaneamente dal mio Metodo 9 mi 
sono necessarie per la dottrina delle Fun-^ 
zioni continue 9 e mi giovano per esten- 
dermi a delle ricerche più eleganti 9 e 
sublimi » Senza di questo però 9 essendo* 
mi proposto d' iniziare i giovani alPAna* 
lisi degl' Infiniti 9 non avrei potuto dis- 
pensarmene , senza contradire alle mire 
prefìssemi , e senza privar 1' Opera de* 
migliori ornamenti . E' vero 9 che avrei 
potuto parlarne sul fine del secondo To- 
mo 9 ad imitazione del Dottor Tommasi- 
ni ; Ma giacché doveva io parlarne 9 per-* 
che non approfittarmi dei vantaggi 9 che 
me Ile potevano derivare ? 
• Fin qui per rapporto al prim* ogget- 



to. 



Il 
tO!i lì quale però era di un' esecuzione 
meno difficile degli altri due . 

Per sodisfare a questi 3 bentosto mi 
avvidi 3 che andava incontro ad una dif- 
ficoltà quasi insuperabile, perchè a prò* 
porzione che io tentava di accrescer la 
copia delle Materie j V esattezza dell* or- 
dine mi si rendeva sempre meno esc^ 
guibile . Nondimeno dopo replicate di* 
scussioni , e dopo un maturo esame » 
venni a capo di ciò 5 che bramava , e 
conobbi che mediante alcune leggieris- 
sime Nozioni suir equazione , opportu- 
namente esposte ; mediante un Lemma 
sulla natura de* coefficienti di nm* equa- 
zione ) e mediante alcuni lumi a sparsi 
dove lo richiedeano le circostanze ^ co- 
nobbi dissi 5 che non v^ era Teorìa > che 
non potessi inserire nell* Opera . Con 
questi soli preliminari e la dimostra^ 
zione diretta della Formula Newtonia- 
na 5 e la dottrina dell* interpolazione ^ 
e il Teorema di Cotes ? e il Metodo di 
sommare le frazioni continue 3 e le For- 
mole generali dell* Eliminazione 5 e la 
Questione dp* logarimmi delle quantità 
negative , e il Metodo de* Massimi , e 
Minimi 3 e molti Teoremi ^ in parte de- 



sunti dagli Atti delle Accadclmie ^ e in 
parte da me ritrovati 5 neirAnalisi mia 
trovarono un luogo del tutto conve- 
-nìente. ' . . 

Veduto questo 9 mi si presentò assai 
naturalmente la divisione dell' Opera in 
quattro parti , che sono 5 prima la Teo> 
ria del Calcolo ; seconda 5 la Teorìa del- 
le Funzioni , da me presa sotto il nome 
di Fonti deir Analisi 5 perchè da essa ne 
derivano tutt' i mezzi 5 di cui si fa uso 
per ridurre un Problema in equazione ; 
terza ^ la Teoria dell'equazione 5 contur- 
tociò che ne dipende; quarta, T Ana- 
lisi determinata y e indeterminata , Al- 
gebrica 9 e Geometrica • 

Altro non aggiungo intorno alla ma- 
teria 5 per non descrivere ciò che ognu- 
no può rilevar da se stesso . . 

Per ciò che riguarda T esposizione » 
ho stimato bene di prevalermi dell'idio- 
ma italiano 5 come il soloj che in Ita- 
lia sia adattato all' intelligenza di tutti; 
e per addolcire in qualche maniera la 
naturale asprezza delle Dottrine algebrai- 
(:he 3 ho procurato di usare uno stile 
meno incolto , che fosse possibile ^ ed 
ho avuto in 9iira nel tempo stesso ^ non 

tan- 
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tanto di ragionare 5 quanto: di dare oc- 
casione di ragionare. Un des plus sur 
moyens de plaire 5 n' est pas tant de di* 
re» & de penser, comme de faire pen- 
ser 5 & de faire dire : Ne faisant que 
ouvrir r esprit du Leóèeur , vous lui 
dorinez lieu de le faire agir; & il att ri- 
bue ce qu' il perisè , & ce qu' il ])roduit 
a un effet de son genie, & de son ha*- 
bilité : bien qùe ce ne soie qu* une sui- 
te de r adresse de T Auteur, qui ne fait 5 
que lui exposer ses images, & lui pre- 
parer de quoi produire , & de quoi rai- 
sonner. Què si au contraire on veut di- 
re tout 5 non seulement pn lui ote un 
plaisir qui le charme ^ & qui T attire , 
mais on fait naitre dans son coeur une 
indignation segrete ) lui donnant sujet 
de croir qu' on se defie de sa caparite 
( Bouhours =3 la maniere de penser qua- 
tre DialOgues ) r 
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APPROVAZIONI. 

PEr commissione del Rmo P. Maestro 
del S. P. A. ho riveduto il Libro inti- 
tolato Teorìa àeir Analisi c^c. ^ e lungi dal 
contenere cosa contraria alla Religione ^ ed 
alla sana Morale 5 ho ammirata la multi- 
plicità de^ sublimi princìpj della Scienza 
Analitica ^ che il dotto Autore ha scelti , 
ed insieme uniti in questa sua Opera 5 la 
quale per tal motivo credo degna della 
pubblica luce . 

Dal Collegio Romano li z^-Agosto lypz 

Giuseppe Calandrelli puUtco Professore 
dì Matematica ♦ 



SI desiderava ancora un Corso di Ele- 
menti Jdi Analisi , e di Algebra 3 il 
quale non bì ristringesse soltanto ad inse- 
gnare i rudimenti della Scienza 5 ma si pro- 
ponesse dì addestrare i principianti a poter 
penetrare con pie franco le più astruse » 
e sublimi ricerche de' più rinomati Geome- 
tri , e potesse istradarli a divenir veri Ana- 
listi . Si è accorto di questa mancanza il 
Sig. Ab. Pietro Franchini Professore di ^Fi- 
losofia e Matematica nel Seminario Vesco- 
vile di Veróli ^ qsì è proposto di rimediar- 
vi coir Opera 5 che egli ora intende di da- 
re alle Stampe, la quale ho riveduto per 
ordine del Rmo Padre Maestro del S. P. A* 
La scelta delle materie , il luminoso ordine 
con cui vi sono disposte > la nettezza con 
cui vi sono spiegate ^ sono i principali 
preg; , per i quali 5 non essendovi dall'al- 
tro canto veruna ragione in contrario 9 ere* 
diamo che a vantaggio della Scienza Ana^ 
litica 3 e dì quei che veramente bramano di 
giungerne al pieno possesso > non solo deb- 
ba permettersene 5 ma anche incoraggirse- 
ne la Stampa • In fede &c. Quésto di 4^ 
Settembre 1791» 

Gioacchino Petsatì puhlìco Professore di 
Scienze fìstco-matematicbe nel Romano Ar-- 
chiginnasìo della Sapienza • 
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TEORIA DEL CALCOLO 

NOZIONI PRELIMINARI. 

X» w- *AIgiebra è la scienza delle quantità in 
I genere » cioè di tutto ciò che si può 
A—' concepire composto di parti , e che è 
suscettibile per conseguenza di aumento » e 
di diminuzione (*) . Quindi a lei appartiene in- 
segnar le regole , con cui effettuarne il calcolo r 
investigarne i rapporti , esaminarne le specie , di- 
mostrarne le proprietà > dettagliarne gli usi^ e ad-* 
ditare finalmente i mezzi , per cui le soluzioni 
dei (problemi tutti , che possono proparsi sulle 
quantità » riducansi a regole generi • Ecco \x 

E s&« 

(*) V etmohgia delia voce Algebra mn è fissata 
abbastanza fra gf eruditi . Secondo il Menagio , // no- 
me Algebra deriva dalla farola Arabica Algiabarat , 
che significa ricomposizione di cosa rotta ; e ciò nella 
supposizione , cbe 'P ometto prindpak delP/iìgebra sia 
la cMÙderazione detratta . Ahri com M» (f Herbelat; 
pretendono » eie ella ripeta ii nome da »n certo Gia^. 
bcTy ulebre Chimico degt Arabi > il quale ss vuole 9. 
che ne sia stato V inventore • Osservasi però y the gf. 
Arabi non adoprano mal la sola parola Algebra , per 
esprimere ciò , che noi per essa intendi fmo ; ma sempre 
vi aggiungono la parala Macabcfah , fa quale significa 
posizione; e comparazioffe 3 coskebè Algebra-Aima- 
csdsebh i m Arabu^ ciAj iki ikok petoprimmc dkiumé 
ira • 
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sfera immensa» in cui si estende la sovrana virtù 
delle dottrine Algcbraiche • Le quantità discrete , 
che appartengono alP Ariaimen'ca , Je quantità 
continue , che costituiscono la Geometria £Ie- 
ipentare , e sublime , e tutte le affezioni delle 
quantità, quali sono il tempo , il moto , reiasti- 
cità , PattrazioDe &c. oggetti sono tuttf , su cui 
r Algebra dispiega con mirabfl successo la pos- 
sente sua influenza . 

a. Per sodisfare a quest'ampie , e generali ve- 
dute , usa el/a di rappresentare le quantità , con" 
dei segni indeterminati , che sono i caratteri Al- 
fabetici , i quali , siccome non limitati per con- 
venzion veruna ad un particolar significato, so- 
no atti a ricevere tutti i valori possibili ; ed at- 
ti perciò a costituire delle formole Universali , * 
che sieno come ì germi di tutte le questioni del- 
la medesima specie . Per introdurre poi nelle sue 
moltiplici operazióni uti elegante laconismo, eli' 
adopera varj altri segni i, che sono come tante ca- 
ratteristiche significanti -, dalle quali Vien soste- 
nuto, e diretto il diffl:il volo dell'ingegno cal- 
colatore . Con questi convien familiarizzarsi fi- 
no d'adesso , e però noi passiamo a dettagliarne 
f principali . . 

3. L'addizione si è convenuto di rappresen- 
tarla col segno -j- , che si enuncia />/rf ; e la sot- 
trazione si è pensato di esprimerla col segno .'— , 
che si pronunzia meno : Per indicare la molti- 
plicazione s'immaginò il segno X > o un punto ; 
ma nondimeno si volle per maggior comodo, che 
ab fosse lo stesso che aX^ , o ^ • 

La divisione. finalmente si fissò di significarla 
con due punti 9 o. eoa una linea infrapostaoriz- 

zon<* 



• zen talmente a] dividendo , che si pone sopra > e 
ai divisore . Cosi^ : b , non meno che signi- 

L 

fica doversi dividere 4 per b . 

4. Per accennare che una quantità b sia mi- 
noretdi un- altra a ,- si determinò di scrivere 
b <a i e perciò di scrivere a^ b per mostrare, 
che a sia maggiore di b . Per dimostrare, poi 
Peguaglianza di due quaptità b ed a si stabili di 
usare il segno =: , per cui a =b significa il rap- 
porto di eguaglianza , che sussiste fra b , co a ^ 
rapporto , che dicesi equazione . 

5. Dicesi termine monomio, o termine asso-, 
lutamente , un' espressione Algebraica, in cui le 
quantità componenti non sieno congiunte con al- 
tre 5 mediante i segni -j- , o — . Dicesi poi ter- 
mine positivo quello, che vien preceduto <J al se- 
gno --|- , o da niun segno , e dicesi negativo 

•quel termine che sia preceduto dal segno — . 

ab 
Ecco dei monomi '4 , ab j — &c. 

e 

<J. Binomio è un' espressione composta di due 
termini , come 4— A , a^-^-b^ &c. Trinomio è 
un'espressione composta di tre termini &c. In ge- 
nerale si chiamò Polinomio un'espressione , che 
risulta dall'unione di più termini • Ogni Polino- 
mio poi , se venga riguardato come composto di 
alcuna quantità in particolare , per esempio , di 
a , b &c. , si distingue col nome di funzione 
ài a 9 b &c. 

7» Allorché si deve indicar» la moltiplicazio- 
oe , e la division- d^ un polinomio per un mo- 
nomio» o per un polinomio, si fa uso delle pa- 

* - B 2 ren- 
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lehtcsi 9 di una linea lovraposta a ciaaciln fac^ 

tote ..Cosi (a-^b) (f+rf) , o a-^, r-f-i è Io 
stesso che a'\-b moltiplicato per c-^-d , e lo 
stesso vale per la 'divisione , cosfcchè •%;it 

( a-^b ) : ( e-^d ) equivale ad a-^b : c-^-d , o sia 

a+b . ^ 

8. Quando si presenta in un'espressione AU 
gebraica una lettera ripetuta più volte » come 
^+^+^+^ per evitar Pincomodo di scriverla 
aaccessivamente , si scrive una sola volta » e se 
le prefige a sinistra una cifra, la quale esprima 
quante volte dev'esser presa • Cosi l'addotta es- 
pressione diventa =44 • Queste cifre , che prece- 
dono le lettere » si chiamano coefScienti • 

p. Non meno frequentemente accade > che s'in- 
contri di dover moltiplicare una medesima quan- 
tità più volte per se stessa ; In questo caso in- 
vece di scrivere per esempio aX^X^X^. A so- 
vrapóne alta lettera 9 verso la destra , una cifra, 
la quale significhi , quante volte debba ella esser 
fattrice nel prodotto . In questa guisa il prodot- 
do aXàX^X^ si riduce alla forma semplicissi^ 
mz à^ • Ingenerale si scrive a^ per significare 
che a sia moltiplicata »-^i volte per se stessa.- 

La cifra H viene sotto nome di esponente • 

IO. Scél. Ogni quantità della forma 11° dicesi 
generalmente quantità potenziale , poiché il pro- 
dotto di una quantità per se stessa si suol chia- 
mar potenaa , che prende il nome specifico dal 
numero dell'unità 9 che si contengono nel suo i«« 
dice II • . 

La 
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La quantità chemoìtiplicata per se stessa n — i 
volte ha prodotto una potenza a" , si chiama ra- 
dice ».*^""* di 4° f volendo significare ,- che d 
è stata il principio fondamcntafc , ond'è n^* 
tk la potenza a° ; e si rappresenta col s^gno 
n. I- 

\/ ; Coslv/4 significa la quantità , che moltipli- 
cata per se stessa due volte produce a . Molte 
yolte queste radici non possono aversi in termi- 
ni esatti , ed allóra il radicale dicesi irrazionale , 
$OrdQ 9 incommensurabile , impossibile • 
^ li. Se in un'espressione Algebrica si abbiane^ 
dei termini composti delle medcsinje lettere^ e 
dei medesimi esponenti , essi diconsi terfni'ni si- 
mili . Questi debbonsi ridurre ad uno ^ con agr 
giungerli insieme , se sieno positivi,' e epa set- 
trarne quelli , che sien negativi • Co^l la quan^ 
tità la^^b^-^iab-^a^b^-^zaH si riduce a4 
a-^^^-^^^ab. Quesf operazione è ciò che dice- 
»t comunemente riduzione • £Ha non deve giam* 
mai trascurarsi . 

C A P I T O LO I. 

Del Calarlo delle ^icmtìti intere « 
S E Z I O N E I. 

JlODIZIONE. 

II. Le quantità intere , taqto semplici, qttatf- 
to composte si sommano insieme^" con porle uria 
presso l'altra con i segni che hanno . Cott 
d^-\-^ac si somma con ^d*'^$ad^ scrivendo 
«*-|"y^^+3^' — 5^^ 5 Non resta che da farsf h 
riduzione , onde avere 4*^+3»^ (^"^^ì •' 

B } SE. 



S E Z I O N E IT. 

SOT TRAZIONE. 

tj.Pcr sottrarre una quantità da un'altra, 
basta mutare i segni ; che Taccompagnano , e 
render perciò negativi i segni positivi , e vice^ 
versa » di poi effettuar la somma delle due quan- 
tità proposte , come sopra . Cosi per sottrarre b 
da a , muto il segno implicito -f- della lette- 
ra ^ , in — , e sommo a , e —è ; la somma tf— 6 
è il residuo cercato • 

14. Se b fosse una quantità complessa niente 
variercbbe l'operazione , e per sottrarre 6— e da a 
sì avrebbe al solito a* — b-^-c • 

i^. ScoL La muta2^ione del segno positivo in 
negativo nella quantità da sottrarsi , si conosce 
come assai naturale , perchè il segno negativo si- 
gnifica di sua natura una sottrazione ; non si 
concepisce pero con egual facilità il motivo, per 
cui debbasì mutare il segno negativo in positivo . 
Ecco un raziocinio atto a spargere assai di luce 
su questa verità • 

Prender lìegativamenteuna quantità , e lo stes- 
ilo che prenderla in senso contrario alla di lei 
maniera^di'esistere ; poiché una quantità negati- 
va distrugge Teffetto dj un^gual quantità positi- 
va . Ma prendere in senso contrario una quanti- 
tà negativa non è altro che prenderla in senso 
.positivo , perchè le due maniere di esistere fra 
loro contrarie , di una quantità sono resistenza 
positiva., e resistenza negativa : Dunque per 
sottrarre qualsivoglia quantità in qualunque sta- 
^o ella 5Ìa , convien prenderla in senso contrario, 
comedo dimostra la natura della sottrazione; 
t ' ' . ' dun- 
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dunque per sottrarre una quantità negativa bisa- 
-gng renderla positiva. 

i(J. La medesima verità si può comprovare 
con dimostrazione indiretta , assai persuasiva» 
nella maniera seguente * 

Si debba sottrarre ir — e dalla quantità qualun- 
que a . Posto b — c=w , il residuo cercato do- 
vrà essere =:^-i-^=:^— (i— e) =::^.^b\^ , Di 
fatto se sj dovesse sottrarre solamlen^e 6 ,si avreb^ 
be per risiduo. a-^^b . siccome però non si deve 
Wtrarre Jr intero , mz b diminuito di f , il re- 
$iduo*4— ì6 é minore del dovere, ed è minore 
precisanòente della quantità e . 
' Per restituirle pertanto la dovuta grandezza » 
se gli deve aggiunger e: Con questo, esso diviene 
a-^b-^Cj residuo cercato , e confonue alla rego- 
la esposta . 

S E Z I O N E I i L 

MOLTIPLICAZIONE . 

17. Siccome ogni moltiplicazione si riduce a 
'moltiplicazione di monomi, come in seguito si 
vedrà chiaramente , e qualsivoglia monomio è 
composto di quattro parti , che sono i segni , 1 
coefficienti , le lettere, e gl^ esponenti , quindi.a 
quattro rrduconsi le regole , necessarie per ef- 
fettuar qualunque moltiplicazione. 

t{eg. I. Per i segni. Il prodotto di segni egug- 
"li è positivo , e if prodotto di. segai diversi è 
* negativo . ^ . 

Heg. 2; Per i coefficienti . I coefficienti si mol- 
tiplicano- come in arimmetica. > 

^eg. 3. Per le lettere. Le lettere si scrivono 

B 4 - . di 



di seguito 9e»sa interpanri afctm segno * 

l^fg. 4* pjer gf esponente Gl'esponenti delle 
tnedesime'lettertt , che debbono ìnsietn oioitiplicar* 
«f, 9Ì aggiungono GoU^ addizione. 

i8. La ragione della prima regola è 9 che quan- 
do una quantità positiva si prende positivamen- 
te , si prende nel suo stato attuale 9 e percid 
rimane positiva ; quando una quantità negativa 
si prende negativamente , si prende nello stato 
a lei contrario , e diviene perciò posìtira ; quan- 
do una quantità positiva hi prende in senso no- 
gativo ella passa allo stato contrario % « tliviea 
negativa; quando finalmente una quantità nega- 
tiva si prende poskivamente ,. non si cangia il 
suo stato, e riman negativa, quaPera. 

jp. In altro modo. Moltiplicare una quantità 
positiva m per una quantità negativa ^^n ,0 vi- 
ceversa, cbe è !o stesso , altro non è che sot- 
trarre da zero la quantità w presa « volte, e per- 
ciò il risaltato de v' essere =o—-i»«-^—»/« , MoN 
tiplicare una quantità negativa — ^n? per una quan- 
tità pur negativa —^n , altro non è» che sottrarre 
da zero ^*-m preso n volte , onde il risultato deir* 
essere so-^mns-^-^n. 

ao. Ma vediamolo con più chiarezza con una 
dimostrazione indiretta. 

Quando si deve moltiplicare a per^-^ft esi 
prende il primo prodotto parziale n^ 9 si^rende 
un prodotto troppo grande , perchè non si deve 
prendere il moltiplicando a^ b volte > ma &*-< 
volte ; dunque dal prodotto parziafe ab si deve 
togliere 4 pres^ e volte , e perciò il prodotto 
dev'essere tffe— i^r ; dunque in}-X— =h-^ . 
Dovendo moltiplicare^ir {)er ò-démsLuik$tQ, che 

il 



il prodotto di a^^ pet e ^ tate a dtrc^r— *c, è 
maggiore del prodotto vero , perchè a — b non 
fi deve prendere e vofltt, mar—/ volte ; perciò 
dal prodotto 4c*^c si deve togliere tf— ir pres- 
so À volte , cioè àd^^^bd ; Ora ac — ir-— {ai^i ) 
tsac^^Cf-^^d-^bi , dunque -— >c— ^4" • 

11 La ragione deità secoada regolasi Ita dall' 
arimmetica • 

ai. la ragióne della ters^a dipende dalla con- 
venzione degl'Algebristi . 

i^« Per concepir la ragione della qaarta» aup« 
pongasi di dover naol tipi icare^i'* per 4^; Sipon^ 
ga t/^sA , ed é^^st ; Si avrà il prodotto a^X^ 

24;. Sapendo eseguir la moltiplicagionede^nio^ 
nòmj» la moltiplicazione dc'pohoomj nonhadi(«. 
ficoltà • Altro non si deve fare s che moltiplicar 
ciascun termine del moltiplicando • per ciascun 
termine del moltiplicatore, e fare ìfn appresso la 
riduzione nella somma dei prodotti parjsiali « 

Ecco un* esemplo. 

3 tx+iax^ > 

A^ indica il mpluplicandQ > £ il moldplicatooet 
e C il prodotta • 

SEZIONE IV. '.. 

DIVISIONE. 

. a5» Per dividere due quantità eterogenee Tuna 
per raltra« come per dividere ^ per i^ » fiaccefimi 

sol 
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àoltàiUGi: ropera;:!Ope ,. con pdrre Ji , ovcro aib: 
r b 

. 2^, ScùL Dividendo una quantità qualunque a 
per un' altra, qualunque 6, il quoziente risulta 
(ni bore tao te. voi te del dividendo 4 , quante volr 
te b contiene Tunità, cioè risulta* ii quo;^iente una 
parte aliqupfa di a , che dev'esser presa b volte > 

affinchè uguagli a . Difatto ^ preso b vola- 
te è =:^ . • b 

' 27. Supponiamo intanto , che le quantità pro- 
poste a dividersi' , sieno monomi , che abbiano 
gualche cosa di comune . Quattro sono le rega- 
le, che debbon' osservarsi come nella moltipli- 
cazione. 

*. A^g* I- Per ^ segni . Che il quoziente di se- 
Vgni eguali è positivo , e il quoziente di segni 
diversi è negativo. 

B^èg.t. Per i coefficienti . I coefficienti si di- 
vidono secondo le regole delPArimmetica . 

J^eg. 3- Per le lettere . Le lettere che essendo 
affette dal medesimo esponente si trovano co- 
muni al dividendo , e al divisore , si distruggo- 
no , ed equivalgano all' unità . . 

j^eg. 4* Per gì esponenti . €1 esponenti che 
appartengono a lettere della medesima specificale 
. tjuali debbansì dividere funa per I* altra, si sot- 
traggono fra di loro , cosicché ii quoziente' abbia 
per esponente la differenza, chs passa fra P es- 
ponente del dividendo , e T esponente del diviso- 

'rej cosi <f^: 4*=:/l^""*=:a'. 

28. La ragione della regola addotta per i se- 
gni' è facjje a concepirsi , e se ne può uno^con. 
4rincer6 anche cU<]ue5io ,«^he altrimenti non pq- 
-xi ,trcb- 
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crebbe sussister Ineguaglianza fra il dividendo, e 

il prodotto del divisore nel quoziente . 

29. Per comprender la regola delle lettere.ba- 

4 ab 

sta osservare che — si j che — =:i &c. 
a ab 

30. La regola fìnalmentje degl'esponenti si può 
dimostriire nel modo seguente.- 

Si debba dividere 4™ per a^ , e sia sulle pri- 

jne f»>«s»4-r ; si avrà la frazione — — r — . 4';a 

^m 4" 4** 

4'»x«^"*; dunque -S =: 4"^"^ • 

4 4* 

. Sia in secondo luogo fns:n , e avrà^=:i ; wf/^ 

^m-m ^ parimente ai , dunque &c. 

Per vedere che 4""™ sia :^i , si ponga 4"*"^ 
:^x .Mohiplicando ambedue i membri per a^ ^ 
si avrà à^=:a^x , e perciò xs:i . 



Sia finalmente nKnsri'^r ; si avrà "pi 



.4"-^ 4^ 

;;:h — sTX^''^^"'} ma-rrw— » , dunque &c. 
44 "* - 

Si può qui osservare , che 4""^ * - "^5 difetto 

sia 4*'«jr ; moltiplicando per 4' , si avrà •••••• 

4*"' sa^sizui^x ; dunque x=:~ • 

|i. Trattandosi di dividere un polinomio per 
un'altro polinomio, si ordini il dividendo, eU 
divisore per le potenze di una medesima lettera • 

Si divida il primo termine del dividendo per 

il 
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fi primo termine del di visote , secondo le regole 
de' monomi ; si sottragga quindi dal dividendo il i 

■prodotto del divisore nel quoziente , e ordinato j 

n residuo per le potenze della solita lettera, si i 

prosegua r operazione, finché si giunga ad otte» J 

ner T intero quoziente , se è possibile ; ovvero 
finché si giunga ad un residuo indivisibile , che si 
Uscia in forma di frazione • Ecco un esempio . j 

Sia j^-^-f-pir^ — 2x^ — 6ax^ — Six-^-jó da | 

dividersi per jjr-p-2 ; Avend' ordinato il divi- 
dendo , e il divisore per le potenze di x , comin- 
cio a dividere jx^ per 3X9 ed ottengo per pri- 
mo ternjine del quoziente \r^ j Faccio ilprodotto 
di .r^ per jx—'t , e lo sottraggo dal dividendo. 
IW rimane pax^^-^Sax^ — Six^jS che seguito 
a dividere per jx — z , Divido il primo termi* 
ne ptfOf' per j;r, ed ottengo per secondo termi- 
l)e del quoziente ^ax^ . Moltiplico questo teroii* 
ne per il divisore gjr— *a,«e fatta la sottrazione 
mi resta — 8iJr-[-y5 che divido al solito per 
gxrr-^ • Trovo «i— 27 . per ter^o termine , e «oc- 
tratto il prodotto di esso' per il divisore , trovo 
a per residuo , che non è pii!k divisibile per 
J4r— 2 , e che perciò lo scrìvo in forma di fra^ 

% ' 

lEione-""^ — "^ . Con questo il quoziente comple- 
Sx-^i 

to ^ ^^-f3««^27+ jj^ . 

32.. E* facile a vedersi , che quando s^'ncon tra 
qualche lettera , comune a tutti i termini del 
dividendo, e del divisore, si può essa cancei"- 
tare impunemente, e che anzi ci^ conferisce a 
facilitjr r operazione ; 

3?. 
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jj. Scoi. Neil' Arimmetica , quando si tratta 
il fare una dìvision cprpp.osta , dopo aver separa- 
to un'opportuno numero di cjfre del dividendo , 
si osserva, che la prima cifra del divisore si con- 
tenga nella prima, o nelle, due prime cifre del 
dividendo, tante volte, quante la seconda cifra 
del divisore entra nella seconda del dividendo , 
ovvero, nella terza , (qualora la prima cifra del 
divisore fosse stata maggiore della prima cifra 
del dividendo), accresciuta del residuo j> e cosi 
di tutte le altre cifre : in una parola , non si met?.. 
te una cifra nel quoto , s*? non siasi certo ,. che 
ella abbia la grandezza richiesta. In Algebra poi 
si misura il primo termine del divisore nel pri- 
mo termine del dividendo. ^ e- si conclude sul 
momento, che tutto il divisore sta nel dividen- 
do un'égual numero di volte . 

Riflettendo però , non dee tardarsi a conoscere, 
che quest'inconveniente, il quale deriva dalla na- 
tura delle quantità letterali, da cui non si am- 
mette quell'esame , che si può praticar sulle cifre, 
vien corretto dal rapporto , che passa fra i residui 
successivi, i quali risultano positivi, o negativi, 
seccxndo che il termine precedente, che si è avuto 
ne! quoziente, sia stato maf^giore , o minore del 
vero, e somministrano dei quozienti parziali,; 
che presi tutti insieme compensano il proprio 
lor difetto , correggendosi vicendevolmente , e 
vengono cosi a formare il quoziente richiesto. 

C A P I T O L O II. 

DELLK FRAZIONI • ' 

34. Fi^azione, rotto, è la riunione di al- 
cune delle parti, nelle quali si suppone' di visa^ 
un'uniti qualunque . l'idea 
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L'iJca 4i una frazione, rappresenta upa 4ivi. 
s-rone indicata, nella quaie il divisore ^ia' «lag- 

gicredel dividendo , Cosi la frazione "T rap^ 

prcseoea un quoziente da. trovarsi , con divide- 
re ^ per è ; ed è chivo , che se a fosse ugua- 

k ^ hr n quoziente y non esprimerebbe più 

una frazione, ma un'intero =:i , e che essendo 
O^ 5 esprimerebbe una, o più unità con un-a 
frazione. 

La lettera, cnestàin luogo del dividendo,co- 

me in —, la lettera ^ dicesi numeratore, per- 
chè numera, quante siensi prese delle parti. 5 nel- 
le quali fu divìsa l'unità ; e la lettera » che fa le 
veci del divisore , come b , si chiama denomi- 
natore, perchè dà la denominazione alle parti 
suddette , determinandone la specifica quantità , 
relativamente all'unità principale, 

35. Teor. Una frazione, in cui si supponga» che 
il denominatore e il numeratore vadano succes- 
sivamente variando » tanto più cresce , quanto 
pii^ cresce il n-umera^o^e ; e tanto più diminuisce 
quanto pili cresce il 4eiiQm.inatore. Dìmosttazionc . 
Quanto più cresce il numeratore, tante più sono 
le pacti deir unità, che si suppongono presela 
dunque &c/ quanto più cresce il denominatore , 
tanto pili cresce il numero peHe parti, nelle qua- 
li^ si suppon div(sa l'unità ; quindi diventano più 
piccole ^ e perciò h frazione diventa più picco- 
la an^h'^essa • 

. Di 



* ' Di cjui tie segue , clie accrescendo airinfihito it ' 
dfenominatore , debba' dìittinuir la frazione all'in- 

finito > e che debba tsstrt =o , quantità tnfi- 

nitatìientè pfctola . 

^6. Teor. Noìi si altera il valore di una fra- 
zione, se sì moltiplichi ciascuno de'suo termini 
per una iliedesìma quantità. Dimostrazione . Ogni 
frazione tanto cresce ,* rimanendo costante il de- 
nominatore, quanto crescfc if numeratore; e tan* 
to decresce, non vàfia'ddosf il dertominatore, quan- 
to cresce il denominatóre stesso . 

Ma con moltiplkare ambedue i termin( di una 
frazione per una medesima quàtìtiti, tanto sì ac- 
cresce il numeratore , quanto si accresce il deno- 
ttiinttore., dunque la frazione soffre dtìé fauta- 
zioni contrarie fra loro eguali, e rimane per con^» 
seguefizi inalterata . 

Lo stesso raziocinio ha luogo ; qualóra si di- 
vidano ambedue i termini di unafràiiòneper ùn^ 
medesima quantità. 

37. V'è dunque. unMnfinità di fi'aÉioni , che 
hatìnq il medesimo valore, benché sieno disar- 
ma diversa . 

38, Due ricerche ci si presentano adesso sulle 
frazióni , e sono 1. Un metodo, col quale ConO" 
accre la grandezza assoluta di una frazione data 
qualunque • 2. Un metodo ,con cui disciioprire là 
grandezza relativa di due frazioni date qualunque • 

Alla pridia tictrcasi può sodisfare col seguente 
5>. !PrftW, Ridùiri-é una frazióne quafuriquc al- 
la ^ua più seni^^lrcé esptessiode . Solui^ione \ Sia 

data la frazione "j . AflSchè quttta sia^rtducfbilt 
- ad 
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ad un'espressione più semplice, conviene , efife f 
suoi due termini abbiano un divisor conuine ; 
siccome poi può avvenire , che abbiano più divi- 
seri comuni , per ottenere !a p^roposta riduzione/ 
con'/ien trovare il massimo di cali divisòri . Tro- 
vato questo , non resterà che ^3 ividere pei* esso' 
ambedue i termini /^ , e B. La questione dun-. 
que si riduca a determinare il .massimo, divisor 
comune di due quantità date.*,' qhfsipno espresse 
generalmente, per 4 ^ é À-' . \ 

40. A qùest^effetto si divida ,la quantità niag- 
giore , che sia per esempio ,4 per. la minore B . 
Se la divisione, riesce esatta, B è il massimo di- 
visor cercato, (^àlora poi si abbia un quozien- 

■ \C \ .■."." . 
te i , ed un residuo -^ ,' si,divi(da ^,pcr C, e 

sé la divisione riesce senza residuò , C sarà il 
m;as^i.mp. divisore,. In generale, il residuo si fac- 
cia successivamente divisore , e M divisore ante- 
cedente si faccia dividendo , finché si giungaad 
ottenere un quoziente -esatto . 

Quando ciò avvenga , Tultimo divisore è il 
divisor più grande richiedo • Se poi con le suc- 
cessive divisioni , non si ppssa pervenir giammai 
ad , un quoziente intero , si dovrà concludere , che 
le, quantità date non ammettono alcun divisor 
^ co{pube • ■ 
'41. Per meglio concepir la ragione di questa 
'metodo, suppongasi , che /f contenga 5 un nu- 
mero esatto ^di volte, per esempio w; è chiaro, 
'che B misurerà esattamente i due termini delta 

A MB 

frazione "^c;'-";r* . - • 

:•■ • ^ ^ - Ma 



n 

Ma supponghfamo i cht B si contenda m mol- 
te -in z^;, e: che avanzi un residuo C;'. sarà' J^^C 
s^mB . Quindi se C preso un determinato nume- 
ro di valte eguaglia i? ,, se abbram , per esémpid; 
nCz£ y lo stesso V preso cun 'deter(hi<mto •nuifie*' 
ro di volte dovrà eguagliare» »4 — C, »e t\ Àtvt 
avere /^ — CsnmC ^ e perciò ./Ìi0iJw-fà)C..* > ^ 

Dunque se- C di vida. esattamente *, *^devc divL 
dere esattamente anche J , edTSsér per conscgueni 
za comun. divisare di./^,e^. Ma ie, divìso 
B perC, rimanga un residuo\ i) , cosicché sia 
Bs^C'\-D ,: sarà B^^DzmC. Suppongaci ^- che D 
sia divisore esatto di C, onde abbiasi p^^f 9 .^ 
dall'equazione F^DsnCy si 'avrà 5= (n/>-|-i) 
i) , e per questo T'equazioua '>^ — C=mBj sosti- 
tuendo /?D perC, ed [np-^-i) Z) per 5 , divie- 
ne A—pD:=m (np-\ri) D , e di qui A = Cw«)?4^ 
i»_j-p) £) , Ecco pertanto , che se Csia divisibi- 
le esattamente per i>, S ancora ed A debbon, es- 
ser per esso divisibili esattamente . Proseguendo 
il medesimo raziocinio si concluderà in gpnera^ 
che Tultfmo divisore esatto è ud divisor copmnc^ 
di /^, e di 5. . 

42. In. questa maniera però vien dipiostfato 
soltanto; che l'ultimo divisore -esatto è comua 
divisore- di A ^ t Bi rimane da provarsi , il che' 
si trascura dagli Algebristi , esser egli il più gran-' 
de di tutti i divisori possibili» comuni ad z^» e ^. 
Sia per quest' oggetto 

.LEMMA. 

* St a ]^ t h sieno'^due numeri primi fra di loro, 
la funzione ma-^-b non è divisibile per et • Di" 
tnostrazione ad assordo . 

C Sia 



Si«, se è pc^ibilc, — - — r» , cssemlo n^ un nu* J 



miero intero ; siarà tna-^-bsina ^ ^ bis: (w— -w) a , 
orò un mukiplo di «i , il che tofìifadk^ ailNpo- 
ledu clic «f >e-é ^ienc primi fra loro 5 dunque &c. 
43.. ProitA DetWminaTB , «e il divider coniane 
di ijfC $ e J^ fcro^^ato.: coi metodo esposto > sia ge- 
x»emlQ»ote fi piò grande di tatti i comuni divi- 
seri possibili • Soluzione . 
: .. .AC 

' Siii:€ulle prime-r'=:^4""^ » dove C non sia di- 

titubile per i5; ai avrà l'equazione c^ e ^^ -f^C ; 
si. divida i^ per C , e suppongasi che la divisto^ 

. B 
ut wcccda: esattamcocc , onde sia '7^^^ ^ ^^^ 

2^nC ; risulterà r5 =1^^'^±^J:^; Io 

BBnC n 

dico ^ che4«-}-l n^ P^ò dividersi esattamente 
ptt n . 

^ bpC \ 

StipppDgasi *^^': "* , onde sia Jc .divìsor 

«orautie di ^3 e i?» In vigore Jeir equazione 

TZr^ "y *» deye avere 4«4"^ = ^ » n-^hq. fi 

sostituisca nella prima il valore di n preso dalla 

-, ^- - • . I 

seconda , e si ^vù.ip=^abq'\'i , e perciò *=7"^» 

il che dimostra, che fr, dovendo aver numcrd 

intero , non può esser che:=: i % e che il massi* 

/ mo 



' mo divisore dì ~ non può esser pec comègueii- 

2a , ehe C • b P 

Se B non sia divisibile per C, ma sia TTi^c^t^ 

esseodo ~ nr, Qsia rDrr à 5$rp.roVerÌ, CQliW so- 
pra , che fi , e C non ammettano divisor più 
grande ilerdivi$orQ D • Riniane da f>rovarsi^,cHe v^, 
e B Sftcora npn powàno avere piii gran divisó- 
re , che Z) . B, rt/> 

Per pwiwar questo » siav -^z:: "tT" , dove , a 

motivo chQ 25 $ì suppone it massimo divisore d. 
5 , e C , rt , e i debbono esser due numeri pri 
mi fra loro . 

Si sostituisca ^Z) in vece di 5 , e fiZ) in vece di C 
neirequazione/^=wÌ4-^> ed essa diverràj^dividea- 

^ amD'\-bD am-^b 
doper^,y — ~ — "IT""' ^'^ P^*^ iltemma, 

fnaD-\^bD\ 
ma-\-b non é divisibile per a.^ dunque; ^ "T 

non ammette altro divisor più grandcche D • Se 
il quoziente esatto sia più lontano , varrà lo stesso 
raziocinio , e però si può concludere general- 
mente , che l'ultimo divisore esa»tta> travato cqI 
metodo dà noi esposto, è realmente il massimo» 
qual si cercava , 

44« La medesima verità si può dimostrare con 
un'altro metodo, che dipende dalprincipto seguen- 
te : Che se due quantità" 2l , b sìeiio tali , che la 
maggiore , essendo divisa per la minóre^ dia un quo-* 
zìente composto dì urC intero pia dna frazione , 
cioè pia un residuo e , una quantità qualunque , che 

C J6 ; sia 
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sia, misura' comune dpzy e b, divìde necessaria:^ * 

mente anche il residuo e . Ed è facile trovarne ? 

Ja dimostrazione . Cod questo principio, si vede 
chiaramente , che V ultimo divisore esatto essen- 
do /^ , fra a , é> , e ^ non vi può esser misura 
comune maggiore di ^ , cioè dell'ultimo divisore 
esatto ; ma qualunque misura comune di ^ , e 6 
.dev'esser misura comune di a^bj K Cprinc.cit.) ; 
dunque T ultimo divisore esatto ^ è il massimo 
dei divisori comuni di 4 , e b • 

45. Trovato il massimo divisor comune dei due 
termini della frazione da ridarsi ad un'espressio- 
oe pili semplice , non rimane , che effettuar la di- 
visione di essi per detto divisore, e con ciò la 
frazione prenderà una forma , che mostrerà più 
chiaramente la grandezza assoluta di se stessa ; 
li che' si trattava di conoscere . 

Esempio . Sia proposta la frazione 
6a^^5a^b-^2ab^--2b^ 
"~"""2 ■ - L . 12 ^ c debbasi ridurre ad un' 

espressione pili semplice . Osservo primieramen- 
te , che siccome 2 è comune a tutti i termini del 
numeratore , e non a quelli del denominatore , si 
può dividere il numeratore per 2 senza che venga 
in alcun modo alterato il di vfsor comune. Cosi la 
Sa^—Sa'b'^'ab'—b^ 

frazione diviene 1 — Z'^rT^Lz — • 

4<i* — $ab^b 

^ Essendo già ordinati i termini, comincio a far 
la divisione ; ma siccome il prima terminerà* 

^npn si può dividere per 44*, moltiplico tutto il 
dividendo per 4, ..numero, che non e comune a 
tiitfi termini dèi divisore, e che perciò non può 

^avcr parte nel dfvìjor* massimo . Ottengo pertan- 
to 
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r toM/a4^— I2^*é^4.ti*— 4^^ da dmdcrsj per 

'4a^ — ^ab-\-b^ ; Fatta la divisione ho 3^ per quo- 

to , e 'ia^b-^ab^ — ^b^ per residuo • Pei- questo re- 

«duo divido 44^— y^fr-^è% dopo aver diviso'il 

residuo per b , e dopo aver moltiplicato il divi- 

1^ dèndo 4.t"— .jai-f.6 per 3 , onde i fattori sud- 

detti della divisione, si riducano ai seguenti ; 

: 124;— 15^6+3^.% 3^'+^A— 46^; Effettuata U 

k divisione, trovo per quoziente 4, e per residuo 

f — Ip^irf 19^2 . QjjggjQ Jq divido' p^j.' jp^ ^ ^J^^ 

è una; quantità non comune ai termini del divf- 
I dendo, 3^"+^^— .4Ì* , e faccio per conseguenza 

^ la divisione per -^a-\-b . 

Ella succede senza residuo , ed io concludo, eh? 
Jf^-f-^ è ^' massimo divisor cercato . Per questo 
divido ambedue i termini della frazione propòsta, 

«la riduco alla forma if!+f^ . 

4ir—-i 

f 4^. Qualora con le successive divisioni non 

giungasi mai ad ottenere un quoziente intero, sì 

I deve arrivar necessariamente a un divisore =1 5 

I Qiiestc farà vedere, che le due quantità proposte 

non ammettono divispr comune , cioè che sono 

due quantità prime fra loro . 

47. S^co/. Intorbo alle quantità prime si pos- 
sano qui dimostrare opportunamente ' le verità 
-che seguono . 

V , I. Che se due quantità w , n sict^? prime fri 
di l,oro , irna terza quantità r, che misuri esattamen- 
te una di tsst, per esjempiow^T dev'esser pri- 
ma ri&pecto air altra n. Difatto sp' n , .ed r aves- 
sero un fattor comune , un tal' fattore dovreb- 
be appartenere anche ad m , che è misurata da r . 
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1. Che se due quantità m , n sieno prime 
relativamente ad una terza r , il prodotto mn dev* 
esser primo anch' esso per rapporto ad r e poiché 
scmn ed r potessero avere un divisor comune , que- 
sto dovrebb'essere un divisore di mn ; ma mn non 
ammette altri divisori, che m, », ole parti 4/1* 
quote 9 multiple di 1», ed n ; 

Le quantità i», w non posson dividere r, per- 
che ciascuna di esse è prima ad r ; perciò nep- 
pure fé parti aliquote , né le parti multiple dies* 
se possono dividere la quantità r. Dunque mn^ 
ed r non ammettono alcun divisor comune • 

3. Se due quantità w , r sieno prime fra loro 
sarà wi' primo ad r , e viceversa ; per vederne U 
ragione basta porre m=:n , onde il prodotto mn del 
caso precedente si riduca ad m^ . 

4* Se abbiansi due quantità »; , », le quali 
sieno prime alle quantità ; r , j , dovrà pure aver- 
si il prodotto mn primo al prodotto rs ; difat- 
to mn è una quantità prima ad r , e ad 5 per 
il caso secondo . 

5. In generale , il prodotto di no numero 
qualunque di quantità prima , è primo per rap- 
porto al prodotto dt un'altro numero di quantità 
prime. 

48. Scoi. 1. Il Metodo esposto vale , com'è ben' 
evidente , per le frazioni numeriche . Esse però 
si possono alle volte ridurre ad un' espressione 
pili semplice con dagl'artifizi particolari , 1 quali 
conducono, più speditamente all' intento . Questi 
si riducono a sei , e sono : 

1. Quando ambedue i termini di una fra- 
zione finiscono in pari, sono divisibili pera. 

2. Quando i termini di una frazione finisco- 

no 



no in zero sono divìsfbili per 5 , é p^v lò. 
■ 3. Se finiscano in 5 sono divisibili per 5 • 

4. Se la somma ideile cifre componenti am- 
bedue i termini di una frazion? sia multipla di 3 t 
son'essi divisibili jJer 3 . 

5. <2^ando le due ultime cifre dei termini di 
ttRafrazioòe sòno'drviiitMU peri(i, i termini stcs«» 
fi $ono divisibili per r4. ^ . 

ej," 'Qualora Bnal^iente i termini di una. fra* 
jBiQpe sienp tali f che le ultime tre cifre sieno divi, 
sibili per 8^^, sarana^es3Ì intieramente divisibili 
per 8 . 

Ap. Col Metodo del màssimo comun divisore si 
può dunque àgevx)Iare il giudizio della grandezza 
assoluta di una frazione. 'Qe;ieralxiiente però im- 
porta forse più il -conoscerne la grandezza relativa . 
À quest'oggetto sia . . , e - ■ 

LÈMMA. 

jo. Ridurre un numero qualunque' di frazioni 
il medesimo denominatore. Sohizìom.. Sì mol- 
tiprichind ambedue i ternsini di ciascuna Frazione 
Jpfer ii «prodotto dd-de^noraì-natorr di tutte ie altre 
frazioni , e le frazioni risultanti saranno quali si 
irickiedosó . Per ca^prefndereil fondamento delk 
re^i'a basta osservarne ij n'esemplo . Sieno da ri- 
,dursi al medesimo denominatore le due* frazioni 
a e ^ . * 

T "ìT ^ op^^^"do comedi, è insegnato.» si ha la 

ad c.b 

prima ^\ e la seconda 77, cioè le due frazio- 
ni bc 

ni ridotte sono 7^ > 73 • 

^^ ^* C4 5i« 
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yi, Teovj Due frazioni , che abbiano il medesi- 
mo nameratore stanno fra di loro in ragione in- 
versa de'numcratori • Dimostrazione. Sieno due 

a a ^ 
frazioni quafuaquc 'T > "T 9 riducendole al me- 

a e ab 
dcsimo dcnomina<ofe divengono FI > r" > e que* 

s{e si vede , che stanno fra loro > come nb, cioè 
in ragione inversa dei denominatori, 

SZ. TeoT. Due frazioni, che abbbno il mede- 
simo denominatore , stanno fra loro come i nu- 
nìcratori. Difatto basta moltiplicarle ambedue 
per il denominatore comune , ed apparisce im- 
mediatamente il divisato rapporto, 

53. Teou Due frazioni, che non abbiano ve- 
rùri termine comune, stanno fra di loro come 
il prodotto del numeratore di una nel denomina- 
tore deirai tra al pro^lotto del numeratore della 
seconda nel denominatore della prima . Dimostra- 

ad bc a e 

zione ^ Sieno r^, r3 '^ due fraziopi T", "T 

ridotte al medesimo denominatore ; si vede , che 

ad bc 
stàr^: ^tv.adibc . Se in questa formola si 

ponga a:^c si ha la dimostrazione del primo Teo- 
rema, e se pongasi bz:i si ha la dimostrazione 
d'el secondo. 
Passiamo adesso al Calcolo delle Frazioni . 

SEZIONE I. 
DelViddiìsàone delle Frazioni . 

54. Per sommare un numero qualunque di 

/ fra- 



f«,;onÌ si ridacano tutte allo stesso denomina- 
fmioni , SI ria numeratori , ed a tal 

%L^ dia P- denominatore -il denoti natòr.. 
comune .Sia da sommarsi j- con -3; si; avrà. 

ftìi- , Lo stesso vale per an numefo maggiore 
bd * ^ ■ ^ 

di' frazioni . ' 

s B z I o N eli. 

Dtlla Sottrazione delle Fra^o» ' ^ ^ 

55. Si riducano le frazioni f^J»,»,t"a"u 
denominatore , e si -««SS^J.^^T S^^^ aula 

oc, e ^i avri il n^uloto «<^h.est^°^ljf 
w, per esempio , y da jsi trovà-^ 

SEZIONE III. 

Della Moltiplicazione delle Frazioni . 

<6 Probi. Moltiplicare una frazione per un 
intero*. Soluzione . Siccome il moltiplicare un» 
frazionepcrunjntero altro non è , che prender la 
frazione tante volte, quante uniti « contengo, 
no ne\l"intiero,che maltiplica; e poiché tanto ere- 
sce una frizione , qnanto cresce il nuniiératore , 
rimanendo invariato il denominatore , o yicever- 
sa t basta moltiplicare il numeratore della fra-' 
lione data per l'intero , ed al prodotto sottoporr?. 
il denominjitore della frazione raaltlpltcanda . 

Co» 
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Così per moltiplicare'^ per r si ha per prodotto t" • 

57. Trabl' Mokiplrt^rc una frazione} per un* 
2Ìtrz. Soluzione. Si moltiplichino insieme i ntr* 
meratori , e ài divida il prodotto per il prodot- 
to dei denominatori: il ribaltato è il prodotto ri- 

a e 

chiesto» Di£at(o sia da moluplicarsi T P^^* 

e suppongasi sulle pritne di dover moltiplicare 

ac 
aolamehtc per rj si avrà il ptt)ck>trc"r 

Siccome pctì^ li moltiplicatore doveva ' essere 
«oa quantità minore d volte di/, il prodotto dev' 

ac ' 
esser minore d volte di"r.:basta dunque accrescere 

a e 
4 vcéie il denotntnacxMre ^ , e con ciò il risai tator^ 

ac 
sarà minore rf volte di'T, e percÌQ,'sarà il prò dot* 

to richiesto, comesi era insegnato . 

' 58. La soluaion^ addotta si può dimostrare 
ancqra in dot altre maniere. v ^ 

In virtùi di ciò che si è detto al (n.^o») si sa, che 

n e 

T^ , e •Tsr riducono alia forma aèT^ » c^ ; 

i ac 

ora aò^Xcd^ì suicF^r^z:a€X w^ fJ^^^Q^^^^* 

ypw Per vediere 1^ stessa Verità hr altro modo , 
a € 

si ponga -r =: «^ » ^ **]? ^^ i ti' molttplichr- 

no i due oumbri della prima equa^Ioae per ^ t 

e quel 



^ 
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e quelli della seconda, per d» onde si riducano 

alla fortna a::b^ , c=sdB^ Si moltiplichi adesso il 
primo membro della prima per il primo della se- 
conda , e il risuUaCo si eguagli al prodotto del 
secondo membro della seconda per il secondo 
della prima, t $zrk ac-bduiB ; Si dividano ambi 
i membri di questa per£d, e si avrà finalmente 

ac a € 

~ iru^ff } ma udfji s ^XJ"; dunque Scc.&c, 

60. Qualora dcbbasi moltiplicare un' intero 
unito ad un rotto per un intero tinieo anch'esso 
ad un rotto » basta ridurre ciascun fattore in un 
solo termine fratto, e dipoi eseguire la moltipli- 

( ' ^ ) ( O 

cazione al solito • Così .4f-|- — \ ^d-^ — \ 

"(~T*)( iV cg "~^- 

61. Si può. adesso concepir facttu^ente 9 che 
per ottenere il valore di una frazione di frazione 
»ir infinito 5, si riifhicdc soltanto di moltiplicar^ 
insieme tutti i numeratori, e dividere questori*- 
sultato per il prodotto di tutti i deoomìoatori y 
Questo s\ comprenderà anche meglio con un'esera»- 
pio. Si debba trovare , per esempio, che cosa Via 

a 3 3 

— di ~ di ~. E' chiaro che basta determinare 

lì i 

il valore di ~ di —, e poi prender — di 

3. 3 

tal rbultato; ora -j di -T A hi colli scm- 

pli- 
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' • ^ ^ -a ^> 

plice moltiplicazione a; — ; dunque dì "^ 

18 *° ^^ ^""^ 

cioè-r* è il valore cerca*to, che dividendo per 
y 60 ^ ^ 

i , e poi per 3 diviene — . ' ' - - \ i 

In generale si avrà la porzione T* della ^ifra- 
c e ^^ 

zione • ^ della'- frazione "7 &:c. della ^frazione 

fei . ace I» 



-^^ eguale alla frazione » .r 
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^ " Della dhhione delle frazioni . 

(fz. TVoW. Dividere unafrazione per un'intero. 
Soluzìott'e .'^ Si moltiplichi il denominatore dell», 
frazione per V intero dato , e al prodotto diasi 
per numeratore quello della frazione proposta . 
Sarà tal frazione il quoziente richiesto . Ecco uà 
'raziocinio opportunissimó a dimostrare la regola 
esposta. 

• L'oggetto della divisione di una quantità qua- 
lunque a per una quantità qualunque £ è di tro- 
vare una nuova quantità minore tante volte' del 
dividendo a , quante volte I' unità ,è minore del 
:. ., . .: a 

divi$or b ; «ifatto "T sì contiene ina, b volte , 
cioè^tahte volte,' quafate Tunica si contiene \xib9 

poiché pigliando ^r b volte, st riproduce. <« :. M« 

se 
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^e moltxplicliist il denominatore di una . fraziona 

m 
•qualunque — per una quantità e , il risultato 



n 
m 



~ si contiene e volte ne/la quantità dividòAdu 
ne 

m m m ^ 

~ ;, dunque"^ è il vero quoziente di "^ divisa 

per e : duiMjue 3:c. &c. 

63. Trobl. Dividere una frazione per un' alr 
tra. Soluzione * S\ moltiplichi il numeratore del - 
la frazione.! dividendi^ per il denominatore della 
frazione dividente , e il prodotto si divida per il 
prodottò del numeratore della frazione dividente 
nel denominatore della frazione divid<nda . La 
frazione risultante sarà il quoziente cercato • Eccq 
una dimostrazione di questa regola • ^ 

Sia da dividersi una frazione qualunque — pef 
,c * 

un'altra "T ;. suppongasi sujie prime di dover di- 

a a 

videre "T per e, il quoziente sarà r"; Sic- 
come però non si doveva dividere — per e ,ma per 

b 

una quantità minore d volte di e , cioè per , 

a . d • 

il quoziente ottenuto 7^ è minore rf voice del 

giusto valore , perchè , tutto il resto essendo egua- 
le 5 tanto è minore un quoziente, quanto è mag- 

giore il- divisore; dunque ^j deve prendersi d 

^ * ' * voi- 
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volte, onde produca il quoziente richiesto » cioi 

ad 
deve prendersi r* , il chef corrisponde alla re- 
gola « 4 e 

6±. In altro modo • "T s "T r alT^ : ci^^sL, 

cd^^^b^' a e 

6$. In altro modo. Si ponga T' r o^, e •TsJj 

Si avrà , come al (».5p.) , a:^b^ > r^rfi? ; si dividano 
ambedue i membri di una per i membri corrige 

'a b^ 
pondenti dell'altra, e si ^^^^ "T ^ ""^J" > si mol- 
li 
tiplichi ciascun membro di quetta per -r , e si 
ad *A a e 

66. Se si trattasse di dover dividere un' iptc* 
ro unito ad un rotto per un'intero unito ad un 
rotto , si ridurrebbero ambedue i termini in fra- 
zione come al ( «.<J5. ) , e l'operazione sarebbe ri- 
dotta al metodo generale . 

6j. Qualora si dovesse dividere una frazione 
complessa per un'altra frazione pur complessa » 
•i potrebbe far uso del metodo esposto per la di- 
visione de polinomi , se pure non torni più co- 
modo ridurre le due frazioni al medesimo deno« 
minatore , e praticare in appresso la divisione 
colla regola solita delle frazioni . 

Avendosi da dividere ia frazione «.. ••••.»••• 

a 3^ . 3^ ^^ b^ oc 

fra^ 



frazione (5) zi x — ^ ^-|-f si ottiene con qua- 
iunque dei due metodi accennati , il quoziente 

- ss. Scoi. i. II prodotto, e il quoziente di due 
polinomi interi o fratti , persiste il medesimo ,- 
ancorché si mutino tutti i segni di ambedue . Di- 
fatto , se uno dì essi dicasi a , e l*altro dicasi 5, 
si ha sempre '±:aX^±ibs;:^aX:=f^ * come purè 
Htii>Cn:5^=qp<iXi±:* » e lo stesso vale;> per la ài^ 
visione . 

tfp. Scoi. a. Quattro sono le specie delle fra- 
zioni , e sono : Le frazioni decimali ; Le fra- 
zioni sessagesimali ; Le frazioni contìnue ,• e le 
frazioni parziali. Le prime appartengono propria- 
niente all'Arimmetica : Le seconde formano una 
parte interessante delle dottrine Analitiche , e noi 
ne tratteremo estesamente a suo luogo . 



T^^r 



PARTE ri. 

DEI FONTI DELL' ANALISI . 

7#. /^ Ltre la dottrina del Calcolo da noi es- 
V>/ posta , e che di tutta l'Analisi è come 
il fondamento, e la base , richiedesi la notizia 
di parecchie Teorie particolari , onde potere in 
prs^ica ridurre le condizioni di un problema nel- 
le opportune equazioniilp poter trattare Tequazio- 
ni stesse in modo , che si rendano suscettibili dei 
metodi , chip vengono proposti dall' Analisi . 

Queste Teorie si comprendono nella Teoria ge- 
nerale delle Fiièzioni , e sono le seguenti : 

!• La Teoria dei fattori tanto semplici > 
quaqto composti di una funzione moìiomia qua- 
lunque ^ 

»• La Teoria delle combinazioni , e permu- 
tazioni , che possono sussistere in un numero qua- 
lunque di quantità . 

3. La Teoria delle funzioni potenziali • 
4* La Teoria delle funzioni radicali • 

5. La Teoria delle proporzioni, che possono 
sussistere fra le diverse funzioni , come pure 
delle progressioni , e delle serie , e di di tutte 
le loro proprietà , ed usi . 

6. La Teoria delle frazioni continue . 
7« La Teoria delle frazioni parziali . 

Venendo alle funzioni trascendenti si deve trat- 
tare 

8. La Teoria de Logarimmi . 

9* La Teoria delle funzioni circolari • 

IO. La Poligonometria . 
Passando alle funzioni variabili si deve esporre. 

1 !!• 
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- II. La Teoria delle differenze 'finite . 

12. La Teoria de'liirj'ti, ai quali tendono i 
rapporti delle variabili.decrescendo indefinitamente, 

13. La Teoria delle funzioni massinie , e 
minime. 

.14. La Teoria delle funzioni , che si sup- 
pongono accresciute , o diminuite senza limite ; 
vale a dire delle quantità infinite , ed. infinite-. 
sinne . , 

Dopo tutto questo , rimane da trattarsi com- 
pitamente 

ly. La Teoria delle funzioni continue eie-; 
xnentari , e sublimi • 

71. Tali Teorie debbon-^ essere come i fonti , 
dai quali deve ripeter TAnalisi la parte maggio*.. 
re della propria efficacia ^ e debbon esser le gui-* 
de, che la conducano al discuoprimento della ve- 
rità . Senza di queste- non sarebb' ella , che uno 
Scheletro , cui nulla mancherebbe del necessario 
mecanismo , ma privo sarebbe di moto , e di 
vita . Conviene pertanto, che noi di esse trattia* 
mo compitamente, innanzi di entrare nell'Analisi , 
non tanto per prevenire l'inconveniente di devia- 
re dal dritto cammino , allorché di lei ci occu- 
peremo , quanto per prepararle tutto ciò , di fui 
abbisogna , per dispiegare la propria attività nc!- 
Ic.sublimi applicazioni , di cui è capace. 

Si premettono le seguenti ' 

. . NOZIONI PUELIMINARI SULL' EQUAZIONI . 

72. L'equazione (di cui già se ne adombrò 
un'idèa al: («»4.i è un ' rapporto di eguaglianza fra 
4ue. quantità di denominazione differente j e pren- 
de '. ii: 9omfi dal massimo esponente dell' inco- 

^>:. ■ D • gni- 
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gnita ; coticehè *dide^I equazione df i.® di z^^ di 

3.^ &c« gfadO) secondo il suddetto massimo espo- 
nente è 1 j ty 3 j &c. Essa bj deve distiaguere 
daireguftglianza in termini , o sia dtlfidentità » 
che sussiste per esempio nell'equazione azza/. 

Ecco deir equazioni x^-^txsb > ex — qssc &c. 

Le pafci separate dal segno :s si chiamano 
membri dell'equazione • 

73. Dall'idea delTequazione ne segue 9 che 
se facciasi un'egual mutazione in ambedue t mem- 
bri , che la costituziscono , ella non debbc pun« 
.to alterarci . 

' Si può per conseguenza aggiungere , e sottrar* 
re una medesima quantità dai due membri di un' 
equazióne ; si possono moltiplicare ^ o dividere 
ambedue per una quantità stessa ; e si può fare 
generalmente qualunque operazione sopra ciascun 
membro ) senza che la natura dell'equazione sof^ 
fra mutazione veruna . 

74. Risci<>gl{ere un'equazione » non è aftro^ che 
determinare tutti i. valori dell'incognita, che 
possont) veWlitdtt t'equaaio»e stessia « Ciaschedu. 
tiù di questi valor) dfcesr con nome tecofcoi» ra** 
dite dell'equazione. 

75. E thiard, ehese abbiasi un'equazione , in 
cui r incognita non abbia esponente maggiore 
dell'unità , U di lei valore , >o sia la radice di 
tal equazione non dipende « che dal sapere svi- 
luppar l'incognita da tutto ciò che la modifica , 
per ia'scìarfa soh in un membro , t neir altro 
quantità tutte cognite. 

76. Ora un' iQcogfrìta può efsere atfettadaal^ 
tre quantità ò per. addizione, o per sottraiione ** 
o per moitiplicasione , per divÌ4ilone« Qua^un**. 

quo 



cpM p^i M ^\^s^ c^tHi^oni abbia bo§o ne!U 
modiSc^iioiie dellMi^ognit^, affinchè questa, ri^ 
m^iip IJbe;ras' Qon $4' rf^l^iede , che fare una oiui* 
tazione In tutta Tcquazione, mediante FQpera* 
2Ìorre coiKrari^ m q^la , collo qM^le ri.asia$e af- 
leetn iMncognrita> • Così) ai^dosi x-^c^b^ b-ast^ 
80tti*ar#e e da a-mheduc i i^^e^ibri , e si avri 
xs^i-rrnc ; f s^ abbjasi ;r--5f:?^^, basita aggiunger 
€ da ^f©be le p^rti , e ne verrà x:=ò-\'C 

7f . pi q^il si ve^ , qhe sì pud traspqrre un 
numero qual^iìque di lerniini componenti ,un'equa- 
tione , d? ,iip metnbro. Pf ITattcp , con mutare i 
segni che gli appartengono , senza punto altera'^ 
re P equazione» Qu^^o é ciò che dicesi ^44//- 
t€sì ; ed è manifesto che per mezzo di essasi pos- 
sano trasporre tutti i tjerq[iini in un picmbro 3^ 
onde nelP altro rimanga a^era . 

78. S^ abbiasi r equazione <«;r4-ijt^r , ^ejid 
qunle r incognita è moltiplicata per 4t[t5 , si 
divida per qyesto mpltipli^^tore Tuftp , « l'aUrp 

e 
membro » e si dedurrà jr=: — T?. 

2p. Avendosi finalmente un' equazione come... 

— c^i— 4r, p^r liberare T incognita da! divi- 

8orel^, deve rpoitiplicarsi tmta per^sso ; Con c[q 
si M xcizaff^^iSac . 

Sa, Con questi artifizi semplìcissioii , dato iit| 
tttim'Qrp «qualpnqjie di equazioni,, con egual nu- 
nifiro d'incognite , che nop abbiane ^sponenttt 
>i , e non sieno fra loro moltiplicate , si. può 
dedurre facilmente il valore di ci.ascun' incognita. 

A <jucst'c^etto si deduca il r^ritìre di un'inco- 

D z gni- 
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gnica come' sopra da una qualunque dell'cqulziQ-* 
ni- date . Questo valore sostituiscasi in tutte l'al- 
tre equazioni , nelle quali tale incognita ai ri- 
trova . ' ■ ' 

Con ciò si hanno «— i equazioni con 'w — i in^- 
cognite. Si operi sopra di queste nel. modo stes- 
so , finché si arrivi^ ad avere una sola equazione- 
eoo una sola incognita . Sì avrà da questa il va^* 
lore dell'incognita che contiene ; sostituendo que-^ 
sto nelle due precedenti equazioni a due into- 
gnite , si ottiene il valore di una seconda inco-^ 
gnita , e cosi successivamente sì ottengono le: 
altre . 

Avremo luogo di vederne parecchi efempj . 

8r. ^coL Avendosi un'equazione a zero, nel* 
la quale abbia l'incognita diversi esponenti , se 
vi sieno in essa dei termini s-imili di ciascun gra-* 
do, che ha t* incognita nell'equazione , e nel tempo 
stesso r coefficienti sieno indeterminati, taPequa-> 
2Ìonepuò verificarsi in quella maniera, che piac- 
cia • Se per esempio abbiasi l'equazione 

r±:b>e'd:^dx':±:fxddj ^ ^' ^^ ^^^^ chiaramente che 
non trattandosi , che di verificare l'evanescen- 
za della somma dei termini , qualunque siali va-? 
lore dei termini , niente impedisce che esso si de- 
termini j-come più torna comodo 1 si può fare- 
per conseguenza adt:b=iO , cdtzdzio^ et±:f=o g^h±o ^ 
Quest'^ntffi'ziò è di grand'uso in tutta l'Analisi. 
82. SeoL- ^ /' Ciò che si è detto intorno all'An* 
titesi vale anéóra nei rapporti di quantità disc* 

^"'''' ■ ' , bx , bx . . , 

Così 55 ^abbiasi -~ — /<jr sarà — <^*'-\-f> * 

bx- 
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• • cqr cf 

kx<cqr-{-cfi e. finalmente r<-'j— '\' "J ' 

. . » ■ ■ • 

- 83. Vi è però da avvertire, che se in un rap- 
porto di questa naturasi voglino mutare tutti i 
segni, convien -mutare anche il segno di rappor- 
to , cioè, il segno < in > , e viceversa . 

Difatto avendosi — x<a — tf , aggiunta da am- 
be le parti :r—^-r{-4. risulta x>b^^a, 
. 841 ScaL. Si. può qui dimostrare , che ogni^ 
quantità negativa* è in concreto <Co . In tffeiro sia 
m^-rn<m , LI quale è un rapporto vero general- 
mente; si trasponga!» , e si avrà — 7i<o . Nelb 
Quova» Enciclopedia Metodica Tom. 2. delle- Mate» 
maticbe sartie, negatìf/t si asserisci^ con M. d'Alem-c 
Ijert , cosne ne^DizianarjEnciclopìedici anteceden- 
ti , che le quantità negative non. sono minori di 
^ero. La. ragione wì addatta.;é , che le quantità 
Itegative non- differiscono dfllle.iq«ant!tà .:positiv?i.^ 
che per il segno:; cioè. che Ipen^sser^rescin-scn-^ 
so contrario; ma questa, si dice, non dimifjui-i 
atee, il' real 4orò quantitativo ;'(fein(}«e &c# loiris- 
pondp concedencto chele quantità negati vepresd 
\i^. astratto sieno riiaggiori di zero \: so^gìi*ngò- 
p^rò , che una quantità > tosto che vien, piroposca^ 
come negativa, non è più permesso di conside- 
rarla in astratto», maconvieh iiguardarla col rap- 
porto , che l' accompagna. , e percjp ..cppyjen ri- 
guardarla come minore di zero', 
.85. Ma si può comprendere anchcmeg^iot^e- 
ata verità col seguente raziocinio, ' « - - < 7 

. Suppongasi , che zero sia rorigine/di-^alun*» 
quc quantità, come lo è realmente, e che' •?— a 
3Ja una q;aaadà' presa, in senso icontcàrid' air^ri- 
5. D 3 ' gine 
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ginc sudetta zero . Osservando si vede , che — •» 

per rapportò alla quantità positiva da prodursi % 
cospira meno di zero, perchè ne allontana la prò* 
dazione. Nella guisa stessa ^ che se uno, il qtta« 
le debba andare dal putita id verso C, (Fig. ) in* 
vece di avanzarsi per la direzione oiC^ retroce* 
da per la dirczioDC opposta JiBy fa ufi viaggio» 
che si può dire con tutta ragione minore di zero» 
perchè meno si avanza verso il proposto limita 
t di quello che verso di esso si avanzi uh corpo 
che stia inuhoJbiie nel punto ^^ 

E non è forse più ricco quegli » che privo 
essendo attualmente di denaro, non ha punto di 
debiti , in paragone di quello , che Aon solo è 
privo di denaro» ma inoltre ha dei debiti ^ 

E non sono forse il moto , là ricchezza, t 
còse simili Jiemplici relazioni ì 

85. Ma sehza tutto questo, sìa>-»w&\5 >d J 
dunque aggiung;n(k3 li ad ambe le parti » dóVfà 
«ssere ••... cnc ò >n ; il che %\ vede quanto è àl« 
sórdo . 

Si possono vedere gì artifizi , coi quali il Si^nM 
Kicda, professor di Analisi nelT Università dtPà* 
dova, 'ha tentato di provar P eguagliatìia dtllr 
quantità positive colle negative* 

. G A P l T O L Q L 

bèllèyuHziòHi considerate generalmente • 

•87. .FunEÌon:e » già si disse (^.tfv) esser unW 
pressione analitica "qualunque di una d^tà quaft^* 
tità » per.xapporto alla quale sì considera ia filn- 
jno4ie * *> 

* 88. Se latfuaodtà €o»ituìsate l4Ì^Mii^t}e» sfa 
r ' tale 



talei cfce serbi invariato il proprio valore « la 
funzione diccsi costante , e dìceBi variabile , se 
là quantità costituente sia suscettibile di qoalut]- 
que valore . 

8p. Le funzioni costanti non meno che le fan» 
anioni variabili si distinguono in varie classi « 

Priniieramente altre si appellano funisioni al- 
gebriche, altre si appellano trascendenti . 

Nelle prime vi hanno parte le ^ole operazipnr 
del Calcolo Algebrico ; nelle feconde vi hanno 
parte delle potente variabili , dei calcoli logarim- 
mici, o trieonoaietrici t 

pa Le funzioni algebriche si dividono io ra* 
zionaii, ed irrazionali; e quesre in esplicite ^ ed 
impUcite . ^ 

Le funzionali razionali sono quelle nelle quali 
non vi ha parte alcun radicale incomniensurabi* 
1^, altrimenti diconsi irrazionali » 

pi. Le funzioni irrazionali poi si chiamane es- 
plicite , se nei proprj termini contengano espressa- 
mente dei radicali impossibili ; e si chiamano im- 
plicite , quando per ottenere il valore della quan. 
tità, che costituisce la funzione, si deve sciogliere 
un'equazione, di cui le radici sjeno irrmonfii • 

pi. Dividonsi ancora le funziooi io unifonni » 
e moltiformi^. Le prime «ono qi^ìk » nelle quali 
la quantità costitaejQte non può avere piùt di uo 
valore t e questo avvieae quando €$n ooa b« 
esponente >i . 

Allorché la quantità costituente può ricevere 
pfù valori , dicesi multiforme , e questo ba luo» 
go p qtiando la quantità ;sudettt è dotata di un* 
esponente >t , come si avrà luogo di vederne la 
ragione, dove si tratterà della Teoria dell* equa- 
ztofle . D ^ P3« 



pj.. L'ultima *distini{òne delle funzioni è quel- 
la delle funzioni omogenea, ed eterogenee . 

Funzione oniogenea è quella , in cui la somma 
degr esponenti di ciascun termine è .uguale; al- 
trimenti Ja funzione dicesi eterogenea . 

Della prima sorte, sono .le funzioni , 

xy^bx'-^cy' , y^x-^éixy^y^-^^x'^ &c. 

Della seconda sorte sono le funzioni •..•••, •• 

x^-j-axy-^y^ &c. x'^-^bx-^c &c. 

94. A tenore di questo principio , una frazio- 
ne > il di cui numeratore abbia in ciascun termi- 
ne un medesimo esponente collettivo , si riguar- 
da come dotata di una dimensione , o sia di un 
grado eguale aHa- differenza , che passa fra' la di- 
mensione del numeratore , e quella del denomi- 
catore . 

x^ 
Cosi — è funzione di secondo grado , qua- 
lora Xj td y appartengano ambedue alIa,costi- 

Cuzione della funzione : — è funzion negativa 

y^ 
di primo grado . 

95. Una funzione sì può trasformare in un'al- 
tra in tre maniere, i. Ritenendo le medesime 
lettere ; 2. Sostituendo nuove lettere , o funzio- 
ni di nuove lettera a qualcheduna di quelle, 
che già si hanno • 3. Risciogliendole ne' suoi 
fattori • 

p5. Del primo genere sarebbe la trasformazio- 
ne di _i.4-_l^ in^_ , e di \/i"IJ:?+« 
a — z a-^z a^-^z^. 

. in: 
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in ^«"'- ^■"^ -^-tw» gjc. Qucite diverse «sprewidiii 

x/i+2^— » . ''■'■■' 

significano lo 6t€«so , ntt non di rado arra è pìk 
atta deirahra alTu^o, che m. ne vvlqI fare* • 

P7. Una trasforma«Foii« dtl seconda g€«rene 
si ha, per esempio, s^ iwlfa funzione 41^—4/i^lf 
-|-.(JaV— 4/«^2+^'^ sì ponga y-f-^ io luogo ;d< 
z ; poiché la fu.aaìoae diviene in questa gui- 
sa =y* . ■ ■ \ '• ' ' ' ■'■' 

98. L« trasformaiioaffersosiua^ioite soapdiua 
grand' uso neir A«alisì, specialmente per togli©. 
r« r irrazionalità dal T ««pressioni radicali. Kot 
avremo campo di trattarne compit^piente in ap^- 
presso , quando tratteremo delle iunaiotii radi» 

pp. II terzo genere di trasformazione dipe»de 
dai precetti dell* Anaii«i . » 

100. Teor. i.'^ Se abbiasi j=Funzione(tf);.ri,ha pa- 
rimente as Fufizb«e (y) . , / . . 

101 Teor. 2. Se sieno jr , e ^ funzioni di 4^ 
è ancora x funzione di j , e vlceviersa . ^ 

tot. Teor. 3. ^e abbiaci j funaioce di«, e e 
ria funzione di x , dee essere y funzione éìx* 

Que^ ttt 7eorem.i som) per se stcìssi evidenti » 

C A P I T O L O IL 

.Timé Rifattoti dille funzioni Mommha 
e polinómie f 

lot. Se la funsiose proposta aia un monomio» 
fi ritrovamento dei divijon i assai facile. Ciascu- 
na quantità -coiwp««entc ilmoacmio , come pure 
tutti i prodotti delle medesime , a due , a tre , a quat- 
tro &€• 8QB0 tutti diveraori del monomio daio; 

' co» 



.costcchèia $citìimà delie quantità semplici compo* 
nenti il monomio , e dei prodotti di tali quantità co« 
istituisce la somma dei divisori cercati • 

Per esempio , ì divisori del monomio a^bcd 
sono 4 , a 9 b ^ e ^ d y a^ ^ ab ^ dc y l>c ^ ed 9 ai ^ 
bd , a^b , abe , a^Cy abdf a^d , bcd , a^bc,]a*bd , abcd^ 
A^cdj a^bcd • . 

. 104.; Trattandosi di una funzione polinomia » 
per trovarne tutti i divisori basta determinar tut- 
t»:Ie quantità semplici , che hanno parte in tut- 
ti i suol termini > per il prodotto di alcune , 
di tutte queste si disride il polinomio dato , e 
41 quoziente presenta immediatamente un divisor 
cfomposto , ed è chiaro , che quante sono !e quan- 
tità comuni a ciascun termine del polinomio dato; 
e' quanti sono i ditrersi prodotti , che posson^otte- 
nersi con tss^ j altrettanti divisori composti sipos« 
soTìOLavere • 

Si debbano trovar per esempio ij divisori compo- 
,6ti dèllaiftirizioiie ^oVìwmu^^h-^iabx 

Osserva^ che le quantità comuni ad ambedue i tec- 
mini^oiio due, 4 , e é , e vedo perciò 9 che potendo 
con queste formar sttt^ divisori , posso ottener «ette 
fattori composti • Facendo in&tci la divisione di 
/^a^b — labx per i , per ^ , per 6 , per ta^ per zb , 
per ab jt pc.ziii 5i ottengono sotccssivamente i fat- 
tori 4<x-7-2:r , 2^^-^-^^ , 4<i^ — lax 9 lab^xy -.... 
^ab^^zbX'i ta^b — abxy^a^b — labx ; 24— :r-, che 
sono i fattori cercati . 

e roy; Se ;la jfunzionc polinomia sia determina- 
ta, che. sia, per esempio, funzione éi una lettert 
data xi^ se. non si abbiano quantità /comuni ai 
«uoi termini , il ritrovamento dei fattori com- 
fOBti xiciiiede la soluzione di un" equazione » e 
* i per- 
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pereto dfpettd^ dalle dottrine detr Analisi . 

ictf. Per rapporto ai numeri , P operazione é 
la medesima. Si vogliano , per esempio, trovare 
tutti i divisori interi di i^o. ìl primo divisore 
>i vedo che è ì ; H quoziente pò ha parimente, 
1 per divisore >j . Il divìsor più semplice ài 
45 è ) ; il più semplice divisore di 15 è 3 , e 
il più piccolo divisore del quoziente 5*5. Ec- 
co pertanto che i divisori più semplici di 180 
sono i,a,3,3,;.^ 

t prodotti di questi presi a due, a tre,aquat-» 
tro^ed a cinque» somministrano i divisori composclt 
e sono 4, 6,9, io, 12, 15, 1$, ao, 30,5^» 
45 ,^0,^0,1 80 • La ragione di questo metodo 
si concepisce facilmente. Difatto 180^2.902 
45. 2. 4 2= i<. 3- 2. 4 =:5- i'I' 2- a che sono tutti 
i -divisori semplici . Inoltre si ha 5. 3.3.^. 2^:5.3.- 
J. 4ÌJ J.p- 4-?; J- J*- =5- 18. 2 r: J. 3. eJ. 2 si' 
30. 3*2 ^ 10. 9.2i:20- 9.= 36. 5.=:(yc>.3=: 9O. 2 S 

180., nei quali prodotti uniti ai due addotti di so». 
pra , che sono 45. 2. 2 , i f . 3» 2« 2« «i contengono 

tutti i divisori compósti • ., . . 

C A P I T O L O un 

Teoria dtlh ctmbinazhni , e delle permutazioni 9 

the possono sussistere in un qualunque nume* 

ro dato di quantità , funzioni. 

107. TrobL Dato un numeroqualunqae di let- 
tere, detentìinare in quante maniere possibili si 
possano combinare insieme a dne , a tré , a quat- 
tro,&c. in guisa che le combrnazìoni sieno tutte di- 
verse . S&luziòne . Sieno da^è m quantità , e sup- 
pongasi 5 che si debbano combioare ^ due a due • 

la 
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In questo caso, è chiaro-,, che ciascuna deWo: 
m quantità sì deve combinare con tutte le altre, 
If? quali sono w— i ; dunque iw(«i— .j) dcv'essec 
r espressione di tali combinazioni ; vie soltanto- 
da osservare , che in questa maniera ciascuna com- 
binazione si trova raddoppiata , onde il vero nu- 
mero delle combinazioni a duedii»; quantità, k 
wCm—a) su* . 

e, 2 "- ' - - ^. ' ♦ 

Se trattisi di formar le combinazioni diwquan^ 
tfta É tré a tre, basta combinare ciascuni delle 
combinazioni a due rappresentate dalla formo fa 

"^^^ con tutte le quantità m eccettuate ié 

due. quantità , che si contengono, nella combina- 
zipne a due, ^he si tratta di combinar nuova- 
mente. In questa.guisa le combinalo -i a treven^ 

gono espresse dalla formola — \ '^T""' — dp* 

ve si fa la divisióne, per j , atteso che altri* 
menti le combinazioni *a tre si trovano triplicate; 
Col medesimo raziocinio si vede , che per ave- 
re il numero delle combinazioni a quattro , che 
possono sussistere fra w quantità, hastamoltipli^ 
cJ^re il numero deile combinazioni a .tre «.«o*»*»** 
i»(w5l— iKw— 2) m — j 

Ed in generale, si concepisce facìI|Tiente^ che» 
III numero delle combinazioni di m quantità , in 
numero .di n , deve rappresentarsi dalla formola 
rn{rn — !ij(w— 2)(w— 3). (w— w-f-i); 

*^^- 3; 4- ••• _»; • Escm^ 



> Esempio .Srdebbano combinare i^i^rfeme cinque 

lettere a, bj r, d^ e. Combinandole aduepes 

moltiplicazione, si hanno le combinazioni ..;...••* 

aby ac 9 ad y ae y bCi bd i be y cdi ce y de , !è 

quali sono dieci , come porta la formola ••..... 

ni{m — i) 20 .^ 

•^ = — . Combinando le medesime lette* 

2 2 

re per addizione si hanno egualmente dièci com^ 
binazioni ,'e sono ^ 

a-^-b , a-^c y tf-f-rf 9 a^e , b-^-c , b-^d , b-^e i 
c-\-d y c-\-e y d-^-e ; . . 

* Le combinazioni a tre permoItiplTcazione sono' 
ahc y abdy abe , acd , ace , ade , bcdy bce y bde ^ 
f(f^ , e per addizione sono , , ' . .' 

tf-f^-j-c , a -f *+rf » a-\'b-\-e, a-^c-^d , a-j-^c-^-e'; 
a^d-j-e y 6-f c4^ » ^4-^+^ ' *-f(/4-e , c-i-d^e, 
e il numero di ambedue queste è •= 
m(ni — i)(w — 2) 60 

=:~=:I0. 

2 . J tf 

Nel modo stesso possono trovarsi le combinaci 
zioni a quattro • ,1 

108. Scoi. II problema delle combinazioni, si 

può applicare al ritrovamento degli ambi, e dei 

terni che si possono formare con pò cifre • li 

w (m^r^ì) pò • 8p 

numero deglfambi.si trovai: '"t — : = -; ; 

~ 2 2 

.... ' ' *Cw — i)(w — 2)' 

sr 4005 . II numerò dèi terni éL= ' ^ '. 

' po. 8p. 88. 

Passiamo adesso alle permutazioni , e sia 

lop. 



loj^. VnAL Dito USI mimerò qualunfjftie m di 
jqaaotità, deoermtnare in quante maniere si pò»* 
sa variar Tordi ne del (a loro combinazione , cioè 
determinarne tutte ie permutazioni possibili • 
» Soluzt0Be Essendo proposte due quantità a^ 
by la di loro combinazione, oellt sia p&r mol« 
lq)licazione t ò per addizione si può variare iir 
an sol modo , cioè possono dare due sole perma« 
tazioni, e sono aby q ba net primo caso; a-^-b^ 
e b-\-^ nel secontjlo. 

Essendo tre le quantità date , cioè ^ a ^ b y r, 
supponiamo che a occupi il primo sito nella com- 
binazione, è chiaro che te altre due quantità prc** 
tentano due permutazioni ; ma si può mettere 
in primo sito ciascuna delle altre due&,r; dun- 
que il numero delle permutazioni è s: j . z. 

Se quattro sieno le quantità proposte • a^b, 
e y d; post..\4 in primo luogo i le a.tre daano 
5.2 permutazioni; ma si può mettere nel primo 
luogo ciascuna delle tre altre quantità; dunque 
4. 3. 2 rappresenta in qoesto caso il nume^roto* 
tale delle permutazioni . ' 

Nel caso dì cìnqae lettere 4 , i , r , d > e , 
posta nel prfmo sito a , le altre quattro lettere 
somministrano 4. 3. % permutazioni ; e siccome 
ciascun^ delle altre quattro lettere può collocarsi 
in luogo dì ^ , il numero completo delle permu- 
tazioni risulta =: 5« 4. 3. 2. 
_ Proseguendo lo stesso raziocinio si vede, che 
la forqjola generale di tutte le permutazioni , che 
possono sussistere fra m lettere , è là seguente 
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CAPITOLO IV. 

TeorU delle funzioni potenziali . 

110. Potenza ) come sì disse al (»• lo.)^ è 
Il prodotto di una Quantità per $t stessa • £Ita 
prende il nome dal numero delle volte, che la: 
quantità fondamentale , cioè la radice , vien mol- 
tiplicata per se stessa. 

Cosi dicesi potenza quadrata il prodotto di una 
quantità moitipiìcata per se stessa una volta ; per 
esempio , aX^ =^ à^ i il. quadrato di a . 

Dicesi potenza cubica il prodotto dì una quan* 
tità per se medesima ripetuto due volte , coinè 

In generale si cliiama potenza »•*"** il pro- 
dotto dì una quantità per se stessa ripetuto 
n — I volte , cioè il prodotto, in cui la radice sia 
fattrice n volte . 

111. II calcolo dì questa specie di funzioni 
sì eseguisce colle regole dell' Algebra , onde su 
dì questo non vi è cosa veruna da aggiungere* 

Ciò che dee richiamar le nostre ricerche , «è 
la formazione dì una potenza qualunque , tanto 
di una funzione monomia ^ quanto di una fun- 
zione polinomìa. Sia pertanto 

112. Tf obi. Dato un mono«iro qualunque», 
inalzarlo ad una potenza data • Sgìuz^ìone . Se il 
monomio dato ibbia un coefficiente , esso si mol- 
tiplichi per se stesso fante volte meno una ,. 
quante unità si contengono xielP ordine della pò- 
tenza data ; Per il restante del monomio , basta 
moltiplicar gli esponenti delle lettere , che lo 
compongono per Tesponente della poteaza propo-' 

sta ." 



sta* n risultato è' la potenza richiesta idei mono- 
inÌ0 dato • 

Sia da formarsi la potenza n."*"* del mono- 
mio 44™ è chiaro questa potenza debb' esse- 
re un prodotto , nel quale 44™ sia fattore 
n volte ; dunque debb'ella essere 4°^"**^ . Diasi 
ad n quel valore , che si vuole , e se ne vedrà la 
ragione con più chiarezza • 

Si debba per esempio formare la potenza qaa- 
drata di 4/1™; Si avrà 44™. 4ii'"=4V™=:i5tf'™ ; 
Se ne debba formare la potenza cubica , e sa- 
rà 4^"^. 44"^. 4a"*=:4^^^™ = ó^a^"^ , e cosi in se- 
guito • 

I ij. Trattandosi di un monomio fratto , s'inal- 
zerà il numeratore , e il denominatore separata- 
mente alla potenza preposta • 

114. Trobl. Inalzare un binomio ad una po- 
tenza proposta .Soluzione . Sia a-\-b il binomio 
dato , e se ne debba formare la potenza quadra- 
ta . Per ciò che si è detto di sppra , ella dev* 
essere =:(a-\'b) (<t-}-*) z: a^-\-2ab-hb^ . Dunque 
il quadrato di un binomio è composto dì tre par- 
ti , cioè del quadrato del primo termine j del 
doppio prodotto del primo termine nel secondo > 
e del quadrato del secondo termine . 

Si debba ora inalzare il binomio a-\'b alla po- 
tenza cubica ; Si avrà (^+^) ^ - (♦^+^ ) (^+^) 
(rt-f-i&) ^ a^-^^a^b-j-^ab^^b^ . Di qui si vede, 
che il cubo di un binomio è composto di quat- 
tro parti , cioè , del cubo del primo termine , 
dèi tripfo quadrato del primo termine moltipli- 
cfàto nel secondo , del triplo Squadrato del secon- 
do termine moltiplicato nel primo , e del cubo 
del secondo termine* 5^' 
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Seguendo lo stesso. principio delle successive 
moltiplicazioni, si trova, che la potenza quarta 
di un binomio è della forma 

che la potenza quinta è 

che la potenza sesta è (a-j-b)^ 
:za^J^ki^b-^iSa^'-i-ioa^b^-\-i^a'b'^^6ab^j^b^. 
e così in seguito delle altre. 

115. Proseguendo però in questa guisa, qua- 
lora si tratti <ii formare una potenza un poco 
elevata , l'operazione diviene operosa eccessiva- 
mente . 

. Si vide perciò fino dai primi Algebristi , che 
faceva d'uopo trovare un metodo per cui si po- 
tesse procedere più direttamente alla formazione 
di una potenza qualunque , senza dover passare 
per le potenze inferiori . Questo metodo fu tro- 
vato per induzione da Newton, con osservar ia 
legge , che sussiste fra i successivi termini di 
una potenza ottenuta per mezzo della moltipiù 
cazione . 

II 5. Dair osservazione dei termini , di cui è 
composta una potenza quadrata , cubica &c. di uà 
binomio, si deduce infatti, 

i.^ Che il numero de' termini di qualun- 
que potenza di un binomio è uguale all'espo- 
nente della potenza medesima accresciuto di uq^ 
unità . 

2.° Che il primo termine del/a potenza è sem- 
pre uguale al primo termine del binomio inalzato 
alla potenza proposta. 

3.® Che nel secondo termine della potenza 
comincia ad aver parte il secondo termine del 

E bi- 
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binomio eolla potenza lineare f eche va solferan* 
dosi gradataniei>te nei successivi termini ad una 
potenza sempre maggiore di un' unità , mentre 
il primo termine del binomio va deprimendosi nei 
snccessivi termini della potenza , ad uc^ esponen« 
te sempre minore di un'unità . Di qui ne deriva» 
che la somma degl'esponenti di ciascun termine dt 
una potenza qualunque è costante » eJ eguale 
all'esponente stesso della potenza , e che l'ultimo 
termine è uguale al secondo termine del binomio 
inalzato alla potenza proposta» 

117. Per rapporto ai coeflScienti si osservò , che 
il coefficiente del primo termine è sefiipre l 'uni- 
ti; che quello del secondo termine è uguale all' 
esponente della potenza proposta; cheqnellodd 
terzo termine è uguale al coefficiente del secondo 
termine moltiplicato per l'esponente della poten- 
za diminuito di un' unita , e diviso per il nume- 
ro de'termini ,che precedono quello, di cui si trat- 
ta , cioè per 2 ; che il coefficiente del quarto ter- 
mine è uguale al coefficiente del terzo moltipli* 
cato per 1' esponente della^potenza diminuito dì 
due unità) e diviso per 3. 

Ed in generale che il coefficiente di un termi- 
ne qualunque è sempre uguale al coefficiente del 
termine > che lo precede , moltiplicato per l'espo- 
nentCj che in esso ha il primo termine del bind- 
mìo > e diviso perii numrero de'termini , che lo 
precedono . 

118. In altro modo : Facendo il prodotto di m 
fattori diseguali x-^a^ Jt-f^i, x-^-Cy x-^-d &c. si 
trova per risultato jt™4-(«-f ^-f-t-j-rf&c. ) Ar"'"'-f- 
(ab-\-ac &c. 4-rtrf Scc-) x'^'^^-^iabc-^abd 8cc. 
^kcddcc.) x^ì^^ &c. dove il cioefficiente del 

se- 
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iecondo termine x^'^ è la somma dei secondi ter- 
mini a 9 b^ e j flcc. ; il coefficiente d^I terzo ter- 
mine è uguale alla somma dei prodotti a due <Ìeù 
le m quantità a ^ bi e ^ d &c« ; il coelaciente del 
terzo d la somma dei prodotti a tre delle mede- 
sime i e cosi in seguito é Dunque se ì secondi 
termini d^ b ^c^d 8cc. si suppongano tutti egua- 
li § il Coefficiente del secondo termine risulta 
ti Mai e tolta là quantità letterale > che non appar- 
tiene al coefficiente , risulta ^tn ; nel modo'stes- 
so il coefficiente del terzo termine j in virili del- 
la Teoria delle combinazioni ^ si vede , che dev* 

fn ( I» — X ) 
essere 12 — " * j che quello del quarto ter- 

niìne àcv*csscrei: — r-r:-- — t—rz ^ e CQ&l- in 
spguito* * < 

2 tp. Reità da ossefV^psi la legg? > 9 chi y^nnq 
sottoposti ) segni /ed è , che , se i due termini 
del binomio abbiado sftgno diverso, )4 potenza 
qualunque di essp fpfmata debb^ av^re i segni 
alternativamente ppfitiyi » e negativi » I^ifattp i 
due termini idei binomio passa^q aUcrn3Ciy.flme;9t$ 
nei successivi tern^iiii ddla potenza ^ per le Pf>r. 
reflue iolparl ^ lequffli conservano sempre il sfagno 
delfa radice » Se i segqi 4^1 binomio sienp i me- 
desioli ) tali s^f^nito anche quelli 4ella potenza • 

i^p. Da tutto questo si dedusse dal grap Ne\V-. 
toD 9 o cpme altri pen^a » da ^. Pascal ( Ve^ il 
Tom 4^ d^ll" (^u di Òhi S^^Qt^li />fig. 173.) 9 
che la potenza m di a-^b , era espressa gcoeraU 

mente .per C^rj-^)^ f 4'^+»|^™'"'^-|- ..o* 

I» («r— i) 
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121. Aperta in questa maniera la strada' alla j 

cognizione di quest'importante Teorema , rima- 
neva , che per decoro , ed avanzamento delPAIge- 
bra se ne investigasse dagli Analisti una diretta 
dimostrazione ,'è che si provasse inoltre, se la for- 
mola esposta potesse aver luogo nell'ipotesi , che 
l'esponente indeterminato i» avesse qualunque va- 
lore negativo , fratto , irrazionale, e immaginario. 
Ecco una dimostrazione del Ch.M. de Condorcet» 
che sodisfa a tutto questo • | 

III. Sia inf-ir un binomio , che sì debba inal- 
zare ad una potenza m . La questione si riduce a 
trovare una funzione di ;r , e di th , che sia 
= (i+^r)". 

Si osservi a quest'eflEetto , che la funzione , di 
cui si tratta, dev' es^er tale , che sostituendovi 
iw-}-i adi», ne risulti una nuova funzione ugua- 
le al prodotto di (i-j-jr)™ moltiplicato per i-J-at; 
che posto fw=o , sia =i , e posto wsrsn , sia =:i^x . 

Tutto questo deriva naturalmente da ciò , che 
si è detto intorno alle potenze . 
• Ciò posto, sia (i'j'X)^=:^'\-BX'{-Cx^'^Dx^8cc. 
-|*(w)";i^ , dove.>f , Bj C&c. (ntf sono fuilzio* 
ni indeterminate di w ; ed (m)^ è il coefficiente 
di lin termine «.timo qua/uiique cominciando da 
Bx . ■ \ 

Sfa iiroltre . (i-\-x) •™^-' =: ^'+B^x + C'x^ 8ce. 
+(w-f-i)''jr", essendo ^' , B\ C' &c> (w-fi)"ciò, 
cTie divengono i coejficienti Jiy By C &c. (w)% se j 

in vece di m vi si ponga m-^i • , Es- 
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Essendo (i-f a^)™+«^ =(i-f jfj'^^i+jr) 

sarà^*-f ff'x+C'jr'+D^jf^ Set. -f (w4-i A°=^— 
(^-fiBA:+C:tr'+/>Ar^ &C..+ (»)V) (l+x), o.sf;| 
folcendo la moltiplicazione » e traspooendo tuUQ 
in un membro , 

^'^B^x^C'x^^h'K^ &C.-f (w+i) V ) 
—.-//— .>fjr—5:r' &c. — (w)°" V ) = o 

Questa è un'equazione , che ha i coefficienti in- 
determinati , e perciò (w.8i.) siccome non si wat- 
tsàj che di verificarne l'evanescenza > i^n quantunque 
modo ciò sia , si può supporre uguaJ,P ^ ^^^Q 
separatamente ciascuna cglp^na vci;tical.o 4i <^<>sf- 
Scienti , e formare per conseguenza Tequazioni, 
che seguono i.*/^' = ^; a,* B' z:S'^/Ì , J.* CI 

=:C4-S; 4.^ Z>'=Z)+C &c. »•""** (w+l)Mwf +' 

Alla prfraa si sodisfa con pQrre^'s^n j cU- 
fatto nell'ipotesi dÌAr=:o,le funzioni/^4-^^'4"^^**^* 
*4'-ffi^Jf4-C'^* &c. debbono (tìvenirc ambedue 
Uguali all'uiQità • 

Per sodis&re allia seconda eqdazieiteA'sf-f^ll' 
basta porre B=zni , poiché risulta JS'^mf-^^i 9 vale a 
dire , ciò che diviene, qualora si ponga i»-f-i in 
vece di w . ^^ ^ 

Per verificare \^ terza , basta far C:=:""^~»' 

a 

perchè in questa guisa rirolta Ch^ — «r-^ , cb^ 

è ciò, che diviene C , se in lui si sostjiuisj;^. 1»+' 
per I» • 

Ottenute queste prime determfnaz'oni osservo , 
che i coefficienti dei primi termini componenti 

K ^ la 
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\z fanziooe richiesta si riducono alla forma B^m^i 
(tifici) (m — 2) 

C = B ; D0 ' — C &c. . Si può dun- 

* ? 

que credere , che supponendo T (niT=^^my'^y si 
avranno per F, e ^ dei valori semplicissimi • 
Questa supposizione si vede , che deriva dalla na- 
tura dei suddetti coefficienti , perqhè per esempio 
(»i— 2) (ni — i)(w— 2) 

D- C equivale! a " B 

i 2.3 

(w— 2) 
^ "^ C i dove B y e C sì possono prendere 

80tto forma lineare . 

' Si vede ancora , che trovata l'espressione gene- 

T 
rale di P , e ^ in w , ed » , tale che ^ , sìa 

Funzione di 191 , ed /i senza costanti indeterminate, 

81 dcbbe avere dall'equazione (w)"=^(w)" * ^l 

valore di ciascun coefficiente (tn)^ , comincian- 
do da! primo , per il quale si ha «ri fino all' 
ultimo , in cui neri» ^ con che sarà risciolta la 
questipnc . 
. Per riescirc nella divisata determinazione diP, 
e g^si avverta, che essendo (w-f~£)"=(m^°4-(wf)""' 
dev' essere ancora (w)"z:(w — i)"-t-(»» — 0""^ » ^* 
•(»f)°''^=(w— i)"f*-f(w— 0°"' . Posto pertanto, 
che per la sostituzione di w — i in luogo di 1» , 
in Py t ^, P divenga = Pj^p , e ^r ^+? » 
e che per la sostituzióne di w — i in vece 4» ^> 
e di n — T in vece di n /-? divenga = P-^p^ > 
e ^ = ^+?' 9 si avrà .•^«..••••••••,.., 
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rP4-p) (1»— 1) MS+'?)(w~'0""'* c^^nie pure.... 

Sommando 

Per fissare opportunamente II valore delle inde- 
terminate , si divida l'equazione (^) nelle due .... 
!P(m-i)"-fP(w-i)"''=^(»f— l)'''''-f^w.ir'.(i?) 

Oltre di que^o si ponga Tis:am-\-tn-\-c ^ e 

Per determinare a^bjCy a\ b\ e* i\ sodisfeccia 
all'equazione (C) con porre p^o , e q^^o » onde si 
abbia, /r^s:^ ; Questo si può fare legittimametiv 
te , perchè basta per l'oggetto proposto , che si 
dia luogo all'equazione » e ciò si può fare co-i 
me torna più comodo , mentre tutto à indeter- 
minato . 

Ba questa prima determinazione ne segue , che 

essendo /rrP-f./N— P;rtfw-|-^«~-5-}*^'^^'^'~^^'~^ 
debb' aversi /?=>— i ; parimente essendo />^=P-|-/>* 
— •p=:^iw — 4-j^i»— Ì-|"^-— 4W— bn^—c^ si ha 

Con lo stesso raziocìnio si trova ^=>— 5' » e 
^33 — a} — b^ Dalla prim'equazione p=>— i risulta 
fco ; dalla quarta j'= — a^-— i* si deduce ^'r— 6't 
perchè f^o ; Nella seconda p^c^^^a^^b si ponga 
q in vece di />' , ovvero -4^^ , che jjli è ugua- 
le , e si avrà é'=af , perchè ^sa • 

Di qui si conclude » che V può esser della 
forma T^uim-\-c y e S?<« ( w— ») 4-^' • Inoltria- 
moci più dappresso alla determinazione di que* 
ste quantità • Nel caso di 0^1 » l'equazione ipo- 
tetica P imf^^^mf^ diviene Pi»s^ cioè si b^ 

£ 4 nm^ 
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am--\-€msam'^^'^c^ , di dove si deduce rwrc'-— a; 

per sodisfare a quesfequazione si ponga cso > 
e con ciò sarà c^z:a • 

Questa supposizione sì può fare , perchè e , e'» 
ed a sono quantità indeterminate, che si debbo- 
fio adattare alle condizioni del problema ; ed ol- 
tre di guesto è facile a vedersi , che senza che 
sia f=o , non si possono aver? , e ^in u y ed m% 
come si richiede . 

Da tutto questo sì può adesso' raccogliere , 
che può darsi a P la forma ^w» , ed à ^ la 
forma a (w-r/J+i) » onde abbiasi T:=an , e ^=: 

^ m — »4*i 
tf (w— »-j^i) e perciò ^ =i ; Dunque si 

{m — -«+0 
ha finalmente (w)° = (w)""' ~ formola 

generale , da cui si può dedurre sucéessivamen- 
te ciascun coefficiente , cominciando da quello del 
secondo termine Bx.^ che si può dire il primo, 
perchè ^ è sempre = i , come si è veduto di 
sopra . . 

E' facile poi a vedersi , che/ la formola .... 
(w— /;+!) 
(w)""' Sì riduce a quest'altra 

w(m — i)(m — 2) (m — «-f"!) 

"^ formola , che 

1.2.3 * ^ 

I .ha luogo qualunque sia 1» • 

; Ecco dunque che (i~\-x)^ è =:i -{* mx -^^ 

. (w — i) w(w— i; (m — 2) 

\ m 'x^+ x^ &c 4-:r™ 

I qualunque sia m positivo , o negativo , inte- 

\ ' ro , fratto , irrazionale » o immaginario • 
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''' 1 2 j. Quantùnque l'esposta dJnfostratxione possa 
bastare assolucamente, nondimeno, siccome sj^ 
tratta di un Teorema di somma importanza , re- 
puto cosa utile, addurne un'altra più elegante 
di assai , e più persuasiva . 

1 24. Sia da formarsi la potenza w. *'*"* di uh 
binomio qualunque 4-[-* • Siccome (a-\-b)^ 

st -r j i™,posto r;-:ir si vede , che b^ 

sta dimostrare generalmente la formazione dell^ 

potenza w. **"* del binomio :r+l . 
Sfa pertanto(^+r)™=.>^T™-f-5:r"*"^-}-(>™** &c. 
dove .^,Bi€ &c. sono.coefBcientìdii determinarsi. 
. La forma della potenza (jr+0\ ^a noi sup- 
posta è arbitraria , ma non v' è pcrlp da temere > 
che ci possa condurre in errore, perchè qualo- 
ra non potesse sussistere , i risufta|H delle ope- 
razioni , che si debb0n fare , per determinare ì 
.cpefSc lenti 51 dovrebbero riuscire asàprdi , e oip- 
strarc con ciò rimpossibilità della Wpaa sup- 
posta . - I 

Prima d' inoltrarci nella ricerca deìvalofi' di 
/4 ^ B yC &c. osservo j'che'^queste indeterminate 
debbono esser funzfonf di w'; poiché non è pos- 
sibile, che detti coefficienti rimangano " i medc- 

'"simi , qualora mutisi if valor di /», altrimenti doi- 
vrebbe risultare (x^i)^. ;r=<Jr-f-i)"^+' , il che t 
falso . Sono dunque j suddetti coefficienti varia- 
bili in conseguenza delle variazioni diwcosic- 

. che se per 1» si ponga w— j, m — i, rn^ 3,..w— n, 
i coefficienti ,^,^5, C &c. debbon prender diverso 
yalorc. 

Que- 
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Questi dhrent vatert noi li rapprefentcremo 

f in questa maniera , che quando l'esponente $h nt^ 
fieno essi espressi per oi^i B^ , C™ &c. ; quando 
r esponente shm^ i» per /i"^"!'» ^"^ C»»"' &c., 
quando sia m^ 2 ,sieno espressi per •4"^'"^,jB'"'"^, 
C^T^ &c» , ed'in generale , essendo V esponente 
cfella poten'za 1»— n , i coefficienti sreno Rappre- 
sentati per /^*^",£«"^4 C^'^Slc. 

Posti tutti questi preliminari ^ veniamo al no- 
«fo oggett«».f . ' 

. Essendo(:r+i)«'=:/^j«rn*-f5™x"*"^+C™i^""*&c. 
(T) , deve e^stì-tf ancorra (1 U-f i) )«^r2«*.i"^*« 
4-2'°JS™jr"^"'&c.Ma siccome sJha pnft Ca(;r4«i))™ 
;5^2jr-f't)+t)"* sostrtucndo a^ar+i in luogo di;r 
Mila formola (?), risulta Becessariamente....^.. 
i%{x^iy)^± ..... 

•/f"(ax-fir4-^'n(3^+l)™"»4^C"(2r-4-ir"*&C,= 

e fattb il paragone cól valore trovasto di sopra , 

Quiodi sì deduce i"^/rf"/^"*3i™vi^~; a™£™r..:. 

^^^in(;m-x^Cm^m-2^^m^-i ) ^^^ p^lla. pri- 

• ma M deriva vf "si , onde u^"» è gencralntóntc 
costante sric^"^"'?,^"^"* &Cw 

Dalla seconda equazione s\ ha 2""S«*=ri*"jB^; 
perciò dajquesta non si poò dedurre conseguen- 
za veruna , e convien investigar B cK)tì altro 
metodo • 
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Ma tralasciata per adesso la ricerca di B, pas- 
siamo ad osservare , come sì possano determinare 
gitaltri coefficienti . 

Dalla terza equazione , a^C^^sra"*"^ (ui^C^ 

^.^m£m-i^.(^^m-ij gj deriva C^:^!"^"^" ^^ ^^ 

Prima di passare at quarto coefficiente si* av- 
^mgmrt 

verta , cbc essendo C^ =-- — 7* dev'essere C^^'s 

1 • a 

~ — 5 c^"^ - — ~-^ , ed in generale 

^-11 ^ ^ 

* I . a 

Ciò posto , si può dedurre dalla quarta eqt|i« 

BfnBarigmr9 

Nel modo stesso si trova £";='" " ■ ; 

i.a.3-4* 

ed fu generale un termine n*^^^ qualunque 7^ 

ai trovai "— -— . 

Beco pertanto ridotto il probfema in guisa > 
che dipende solamente dalla deterininazione di 5. 

Per aprirci la strada a questa ricerca, supponga- 
ci » che m prenda successivamente tre valori » 

che 
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che sieno f,^, t^$ ; Si javrà com'è manifesto .... 
.(x+i) r^^=(Ar+i)r. a-fi/; Ma si ha (Ar+i)'=. 

^s^5S^s«x^^3^s-2^_^s^s-a ^^^. jy„q^^ 

(A:+I)^ (^+0'= ^'^'4-5'^^^'"' &c. 

+5^.r'^-^-' &c. 

Ma si sa essere C;f-f.i)'+^=;t^<-^-}.Zjf+V<'^"' &c. 
dunque paragonando i termfni omologi sì avrà 

jgr+s _ ^r ^, ^s ^ e per un •simil raziocinio. 

fi'*^ =: h^'-^h^ : 5i. ha dunque generalmente .... 
B^ t* =: ^^rbiì^ , e perciò 5»« + ^ = ^n^rt^» Di qui ne 
5egue che qualunque sia m, se esso cresca, ode* 
cresca , l' incremento , e il decremento , che ìndi 
riceve £"^, è sempre costante , perchè dipendente 
solamente da X. -^ , 

Ne segue in secondo luogo V che se 1» prenda 

successivamente i va/ori ........ —jr, 2J,— f, 

o, +^ j +2^ , -j-jj ..... i B corrispondenti deb- 
-bbno essere della form'a ... — jB^ , ^ — ih^ , — h^y 
o , -f-^* V -f.2fi^ , +J^^ &^* poiché se nelTequa- 
• zione JS™+ ^zrJS'^dbB^ pongasi wrj , preso il se- 
■gno 4" esulta -B"'=25^; se portt;asi w= 2^ , ri* 
sulta j5^^ ^^B^ , e lo stesso vale pigliando m='^^s , 
^— 2X, =: — ^s &c. , 

iS' inferisce pertanto , che se ì vabri di m si 
prendano^ in progressione arimmetica , di cui la 
ragione sia s , i coefficienti B debbono risultare 
anch'essi in progressione arimmettica di cui la 
ragione siV £* . 

Si vede poi facilmente , che si può prendere 
per X un- numero infinitamente piccolo; onde si 
comprendano nella serie — jf , —21, — ^ , 0% 

.+^5 --f-2x , 4"3^ ^^' ^^^^^ ^ v*'^*^* ^^^'^ P^*" 
sibili. . . 

Si 
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Si può Intanto concladere con tutta la genera^» 
lità , che essendo m un numero real*^ qualunque, 
fi"* ad w avrà sempre un rapporto costante. ' 

Inoltriamoci nel raziocinio,' 
• Dovendo aver fi"* ad m un rapporto costante ^ 
se sia \ un numero costante , si può supporre 
'fi™=:>w; resta solo a determinarsi il valore di 
À, Valore , che dovendo esser costante , basta' co-fc 
noscerlo in un sol caso . Suppongasi pertanto 

* 

i»-i ; Si avrà (,r-f-0' =^*^^'^-|-^'+ ~ &c. e 

perciò fi^rri ; dunque neirequazione fi"*=:M» , ••• 
A=:i , e fi"* =w . ; 

per applicare il raziocinio esposto anche ai ca- 
si , neiquali m sia immaginario , sia Tuna quan- 
tità immaginaria qualunque , e t una quantità infi- 
nita • Si potrà formare come sopra , una progres- 

N jr ^^ T 

sione arimmetica — "T » "^ T > "^ T 

T zT $T 

o , -|- " , -j^ — , _|_ — - &c, e si avranno come 

sopra r espressioni dei valori di B come segue : 

T T T r - 

-3B7 . - a S j , -è j,a +B- *<=•• 

Dunque anche in questo caso saranno i fi ai va- 
lori corrispondenti di m in una ragione costan- 
te, Q perciò sarà B±m^ 

^ Essendo dunque generalmente E^=:m , si sa*- 
stituisca questo valore in luògo di B^ nell'espres- 
sione dei coefiScienti C , Z) , £ , f &c. e si otterrà..- 



(;r4-i) ^sx"^ -|-wjr™"' -}- — "^"-^ x ^ 

ni(m — 'i)(nt — 2) 
M «...^ *....—— ^-i g^^^ ^1j^ j (^ formò* 

1.3 

la Newtoniana • 

125. Fin qui con induzione • Vediamo adesso 
come si possa liberare la dimostrazione addotta 
da ogni taccia d^rnduzione » 

Suppongasi provata , conK sopra • la verità del ^ 
Teorema, di cui trattiamo per un numero r di coef- 
ficienti dei primi termini della funzione x^-^I^)^"^ 
j^Cx^* &c. Io dico , che il coefficiente del ter- 

inine(r-[-i )i*^'"^ sarà soggetto alla medesima 
i^ggc 9 pc*" <^u' s*' 5on ottenuti gU antecedenti , 
cioè che detto y il coefficiente del termine 

(r+, )«'- , debb'egh fcsser = ^TT^Z^^T 
Per dimostrar questa verità, si chiaminoci Ut 
I^ 8cc. ì coefficienti dei termini che ordinatamen- 
te precedono il termine F. Per il raziocinio es- 
posto di sopra sì deve avere a"* y^ ^ 1"^"^^'^^^ 

r"^^') , o sia (2'— 27r«:=(B"*7^~'-f C"*^"'"*..- 

Osservando intanto i prodotti ^™r™*',C^°^"'&e. 
si vede esser questi formati in maniera , che se 
uno de' fattoti sia il coefficiente che appartiene 

il termine (n)^'^^ dopo il primo , l'altro 

appartenga al termine («)""^^ dopo il termine 

(f>i )*""'*^, e che questo ha sempre per espo- 
nente m-^n^ mentre il primo ha per espottente 
m . Quindi se il primo di questi fattori dicasi Mt 

e^ 
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ed il «ccaodo2{. s»ri, in virtù della formofc 

Newtoniana, dimostrata fino al termine r :"***' , 

^m ^ -^ • : , ' .-'"a, ' "" •• ■' • 1 

I. 2. 3 •..••••-'fJ ♦ '} 

|2y,m ^ -. — — : — - — 7/1. «V ' iVàt^ 

'*\. " I. 2. i.vC'' — ») V . :: ,. - 

^ ^ - (i. 2. 3 •..» ) Ci. a. 3^..(r-^> ).' " ', 

Si. vede pertanto , the ck^unoc^ì pracl»t:tf 

j5|iiij^-i(Tn5m-2 ^^^ jjj^n^Q ^Q mcàsfHÌ.m9.;nMrnq- 

. raifote » siccome non dipende in afcun'.modo daii. 

Dicaci i questo niirneratafc ; ti . dian^) ad » 

.tutti i Y;>Iorì interi possibili da i.fia* ad.r-r^i » 

^ si troverà che la forinola (j^ si dJucc alla 

f 1 

I t 

-I , ; . , I i , »i | ■ j - ■■' "' -^ *; ■ 

. T(if2-Xi»*«3«'*(r— 2;^ * (i*a»j.)(|iarM3.(i'^0 

' ■ ^ V 

Questa serie di frazioni dicasi \ , è sì molti- 
plichi per l'^aki» serie i. 3,-.. r, e si avrà 

1 u-j^— . .--_^^ , ^ ^ Ora questa fan* 

ziottcè ss(i+*)''-^te*'-^3'--*^wmesi può veder •. 

fa- 



x««-i^--^^ ; e perciò *$f ha final- 

tiene sempre -il .«m.«-^+^^^^ ^^ ^.^i, 

te dalU stewa-iegge: ^if'^*^'" ^ J» per tanto 

•forma- NeWi*»iana-> -^^*'» P j^ ^^.^alità 

con tatto il TJgorc . e <co" ^^j %^^ ^ì era 

■proposto . B "^"!:S.,ìo„e poltaon» n P«> 

r:i^rpor/rrnu.t^- »-- 

',• molto infelice , . ■• , . , . p-icoio In^nitesima- 

, , Una egli ne dedusse/^f ^^^Ide egli stes- 
te , ma es« , come drpo. se n* ^^r « 5^^,^.^_ 

^i C<mmenuA\ ^«f f -S.^Si^simale sup- 
4/ /»r/«ci/wo . perchè il Calcolo ^J^" ^ .^^ Xco- 
• -pone ct»me vero generalmente il suddetto 

^^P^ • • /. Vi» Wli adduce P^*^ 

, U'seconda ditnonraziont , clie egu a^ ^ ^.^^ 



x^ 
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Tomo suddetto pag. 104 , non so se nKritl mag* 
gìor lode . 

. Il di lui raziocinio è » in pocbe parole^ del 
seguente tenore • 

Si sa , che essendo m un numero intero poskt* 
197 j»(m— i) 

vo , (i^xr è = I ^-x^"' + ,;^ 
191 (w — 2) (m — ^) 

4- ' x^ &c. Qualora m sia un'nu"^ 

^^ 1 • a . 3 ^• 

mero negativo ^ o fratto , sia (w) ciò , che dev' 

essere (i-\-x)'^ , come pure sia (n) ciò > che dcir* 

essere (i-f--**)" • 

Considerando 1» , ed w come numeri interi po^ 
«itivi dovrebbe aversi (m) (n) = (i^xY^ (jk^x)"^ 

(W+ ») ' (»»+») (w-f n-i ) 
r(i+;rrt'>^i+-7~x+ ' -^^ x^ 

&c. , e nel modo stesso dovrebbe aversi (m) (^l(p) 

s (i+jr)«> (i+:r)" X (i'-f^;p ^ (i+;r) "^+"'^^ &c. 

Sia nf=:n=p » onde fn-j-^-^^ sia =:4W ; sarà 

((i+*D* = («4-^J »™ ' ossia sarà (w)a 5= (aw) 

i 
Si ponga amzzi^ e perciò 1» = -7 , e si avrà .• 

&c. Dunque la formola Newtoniana vale ancora 
per li caso , che m sia un aumero fratto qualun- 
que • Per il (Caso che jia m un numero negativo» 
siccome si sa» che essendo m intero positivo >. si 

ha.^0»)5(i+;rrsi4.^jr+— ^^ — x» &c. 

F ed 



ed (m)( ») z: ( i+:tr Ci+;r)" = i+^J^LÌ!!? x 

(w-}-»)(«f-|-w — I) 1 

+ - x^ &c. Si ponga w=:-^-« , e 

si*avra li») (— w>:=i ; quindi ( — m) =; r 

j vi»; 

12 

127. Questa dimostrazione, si vede primiera- 
mente , che suppone provaro il Teorema, di cui 
si tratta, per il caso delPesponente intero positi- 
vo ; questa prova poi , come si raccoglie dalla 
Memoria citata , è dedotta dal Si^jnor" Eiiler daU 
la moltiplicazione dei binomj , vale a dire da una 
semplice induzione . 

Tutta la dimostrazione risulta per conseguen- 
za meramente induttiva • 

•Di poi si vede, chela prova per il caso, in 
cui l'esponente sia fratto , in tanto conclude » 

i 

perchè l'esponente assunto — è fratto in appa- 
renza , ed in sostanza è intero • 

La dimostrazione per il caso dell'esponente 
negativo non richiedeva punto T applicazione 
del principio (w) (») = {nt-^-n) ; poiché si sa 
dagl'Elementi dell'Algebra, che (i-f;r)""* è 

I 
=: ^T^"^ra 5 ^nde supposto dimostrato il Teore- 
ma per il caso dell'esponente intero positivo , si 

1 
ha senza più (i+^f^s ;;; Z^ZTi^r * *^' 



FinalmanCe la dimostrazione di Euter non si 
estende ai casi, nei quafi sia T esponente irrazio- 
nale» ed iraiaginario . \ 

C A P I T O L O V. 

Teoria delle funzioni radicali . 

Iti, Diccsi radice , come già si accennò » 
una quantità, che mediante la successiva mol- 
tiplicazione per se stessa , ha prodotto una qua- 
lunque potenza. Il numero delle volte, che ella 
ha subitOrla reciproca moltiplicazione in se stessa, 
diminuito di un'unità , mostra Tordine della ra- 
dice . Quindi a sì chiama radice dell' ordilie 

».'*"''' della funzione a^ , se a" ec[uivalga ad un 
prodotto, nel quale a sia fattrice «volte. 

I2p. Quando i^na funzione data non è potenza 
esatta di queir ordine , di cui $\ vuol la radice , 
l'estrazione della radice non si può effettuare con 
esattezza. In questo caso si suole indicar solamen- 
te l'estrazione da farsi col segno \/, dentro di 
cui si pone il numero, che ne dimostra l'ordine • 

Cosi \/a significa , che dalla quantità a si debbe 

cstrarre la radice dell'ordine ».""*^ . 

130. La lettera» dicesi esponente della radice, 
del radicale, ed ogni quantità, che moltiplica 
un radicale , si chiama coefficiente , come sareb- 
be , per esempio , ^a nell'espressione j/x \/b . 

131. Le funzioni affette dal segno y/ diconsi ge- 
jDeralmente radicali, e distinguonsi in reali y ed 
immaginari , particolari 9 ed universali .. 

Fa Ipri- 
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l primi fiono quelli, cht indicano a nVstraz ione 

di radice, che sia possibile in quantità intiere, o per 
approssimazione , ii che avviei)e, quando la radice, 
che si dcbbe estrarre è di grado pari , e la funzio- 
ne proposta è positiva ; ò quando la radice è di 
grado impari , U funzione proposxa essendo affet- 
ta da qualunque segno, positivo, o negativo. 
. ' ija. Se un radicale indichi un'estrazióne im- 
possibile , si appella wmaginario ; Questo ha luogo 
allora solamente , quando si debbe estrarre unja 
radice di grado pari da una funzione negativa • 
>Jon vi è infatti alcuna funzione , che essendo 
moltiplicata per se stessa un numero impari di 
volte possa produrre un risultato negativo • Es* 

an ^ 

sendo F una funzione qualunque \/ — rF rappre- 
senta tutti i radicali im4ginari» zn 

t33. Se abbiasi mq radicale della forma y/- 



ed in essa sia x una quantità variabile , si po- 
trà chiamare con M» Cramer , radicate demi im4^ 
gìnairiy cioè Qiez20 immaginario, o immaginario p^c 
fitetà, perchè potendo x divenir positivo , e negf- 
tivo, il divisato radicale può esser reaie , ed 
immaginàrio . 

134. I radicali ^/?rfiVo/4r/ sono quelli, nei quji- 
li npn si hanno sotto il segno, che quantità ra« 
zionali , e sopo universali quelli , che compren- 
dono sotto il segno delle quanti^ razionali > ed 

m 

irrazionali; $u\J Ghm funzione irra^ioqalp qu4* 



tt n. 



lunque , e sarà \/Pi±:\/ G VLxm formola espri-^ 
mente ogni radicale wmefuiU . 

SE- 



SEZIONE L 

Del Calcalo delle funzioni radicali • 

13 j. II Calcolo di tutte queste spccfe di fun- 
Zìom è in parte soggetto a delle regole particola- 
ri , che fa d' uopo conoscere precisamenti . Si 
premettono i seguenti. 

13(5. Trobl. Ridurre le funzioni irrazionali aflà 
forma più semplice • Soluzione . Se il radicale 
proposto sia monomio, si osservi, se fra t suoi'fat- 
tori vi sieno potenze perfette dell'ordine espres- 
so daiPespoBente del segno prefisso , e qualora 
ciò avvenga > si estragga da tali termini la radice 
proposta, ed il risultato si prefigga percoefficie^r 
te del radicale, avvertendo di lasciare sotto de! 
medesimo il prodotto di tutti quei fattori noii 
suscettibili di estrazione esatta. 



Esempio . \p^ si riduce à ta\Jb , perchè da 
4, ed a^ si può estrarre esattamente la radice 
quadrata . ^ 

137. In altro modo. Si riducano! termini del 
radicale proposto a potenza fratta , il che si può 
fare, come si vedrà in appresso ; per ora basta os- 
ti tn 

servare, che v/p"*'= p — ; difatto se formisi la 
. • ?i 

potenza n^^^ di ambedue i menabrì risala 

/>"* =: f zif^ , e si faccia la riduzione degl' 

(esponenti, e si avrà la semplificazione rìchiestt. 
Esempio • Sia da semplificarsi la funziono 

^8if'i»^. Questft^ »i ffidiicc alla foroia »«.««^.m*«^ 
1^ F i 
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L__L.__iL > e questa «i riduce a •— •» ~* 

'l'i 5 

'1 

' 13 8, Qualora poi sia questrone di semplifica- 
re un i'adicale polinomio, nel quale vi sia misto 
yn fattore parimente polinomio, e che sia poten- 
za perfetta deir ordine , di cui si tratta, convien 
saper conoscere a colpo d'occhio untai fattore, 
il che richiede molta pratica nel calcolo , e mol- 
ta prontezza d* ingegno • 

ijp, TrobL Ridurre le funzioni radicali al me- 
desimo esponente. Soluzione. Si riducano i radi- 
cali a potenze fratte ; gli esponenti fratti si ri- 
ducano al medesimo denominatore; quindi si ri- 
conducano le potenze fratte alla forma radicale, 
e si avrà la riduzione dimandata. 

Esempio • Sieno da. ridursi al medesimo espo- 



nente i radicali y/a^b^ , i/cd"* . Tolti i segni 
radicali, le due funzioni date divengono della 

^ i 14 

forma .,.. a '^ b — ,r — d — ; Facciasi la 
n n m m 

riduzione degl'esponenti al medesimo denominato* 

^m ^m n 4» 

re 5 e ne proverrà a ' b , r d ^ 

'^ nm nm * nm nm ^ 

e re- 



«7 

e restituita la forma radicale si avrà finalmente 



mn : — utto- 



^^am^m ^^^n^^n , che è CIÒ , che si cercava • 

140. Di qui si deduce unarégola assai pron- 
ta per eseguir brevemente la suddetta opera* 
2Ìone . ..'•.',; 

S* inalzi. la funzione compresa sotto ciascuno 
dei segni radicali ad una potenza espressa dall* 
esponejite delP altro radicale , se due sol^ sieno 
le funzioni, proposte , e ad una potenza espres- 
sa dal prodotto degl'esponenti, che appartengono 
aglfaltri radicali» se {radicali sieno piudidue, 
e si dia per esponente comune a ciascun segno 
radicale il prodotto di tutti gP esponenti , che 
appartenevano a ciascuno di essi • Il risultato sa- 
ri ciò , che si cercava , e la ragione è per se ma- 
nifesta. 

141. TroiL Aggiungere , e sottrarre le fun- 
zioni radicali . 

. Soluzione. Dopo aver fatta la riduzione all'espres- 
sione più semplice» se iradicali sieno comensurabi- 
hVcioè se contengano la stessa funzione sotto il se- 
gno, si sommino, o si sottraggano i coefficien- 
ti .dei. radicali dati, e la somma nel'primo caso > 
e la differenza nel secondo si prefigga per coeffi- 
te al radicale comune • 

., Qualora i radicali proposti sieno incommensu-r 
tabili si sommino, e si sott;raggano con i jsen;- 
plici segni +> e ^-* 

3 7 

, Esempio i.^ 2 \/«A+"7 ^^^^\J^H ^yj^ 

F 4 Escm- 
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Esempio 2.® ja \jb agg!unto,asottr«tto Az^cy/d^ 

dà per risultato j/x (/qpB(\/di 

Esempio 3.° ^ga^^-j- v*^ ; fatta la semplifica^ 

zione diviene ta \/b^h\/ù=(2a^b)\/B ^ 

142* TrobL Moltiplicare le funzioni radicali* 
Soluzione. Si ridagino prima i radicali proposti al 
medesimo esponente ; ciò fatto si faccia il prodotto 
delle quantità comprese sotto i segni ; a questo 
prodotto si prefigga il segno radicale comune . Se 
51 airevano coefficienti , si nroltiplichi questo ri- 
sultato per il prodotto di tutti essi 3 e si avrà 
il prodotto richiesto • 

Esempio . Sr debba moltiplicare 2 vA+^^pec 

y\/4— -é; Fatta la riduzione allo stesso esponen- 



te , queste funzioni divengono 2 \/(<f4*6>^ , 



Jv/C^ — ^)* > e il prodotto ricercato è .^. 



lo\/{a-\^by ia—by.Xyihtto t\/(a-\-byXl\/(^'bf 
J 2 j 2 

tf^ ^ ^ 

5: la v/(44-fcy (a— i/ come sopr* • 

143. La ragione di quesca regola dipende da{ 

seguente principio , ed è : Che una radice h. *''"* 
del prodotto di un numero qualunque di funzio- 
ni 



ni è uguale al prodotto della radice n.**^^ di 
ciascuna funzione. 



n. n. a. 



In effetto si hz\/p\/q\/r\/s &c.x\/pqrs &c. ; 

poiché formando la potenza nJ^^^ di ambedue i 
membri si hanno due risultati uguali identica* 
mente • 

144. Se si dovesse moltiplicare un radicale per 
una finzione razionale qualunque 9 si vede, che 
non si avrebbe da fkr'al tre t che prefiggere ri mol- 
tiplicatóre proposto per coef&cicote ai radicale 
dato . 

I4J. Trobl. Dividere una funzione radicale per 
un* altra funzione parimente radkale «^ 

Soluzione . Patta come sopra la riduzione deVadi^ 
cali al medesimo esponente > si dividano le quantità 
comprese sotto t segni, ed al quoziente si prefigga ii 
segno radicale comune t qualora si avessero dei 
coefficienti , il di loro quoziente si faccia coe€&- 
ciente del quoto radicale trovato : si avrà cos) 
quel risultato 9 che si cercava • Di fatto m\/pin\/q 

^ ny/q'* n q 1 

q q Ucr -^ 

Esempio i.^S\/ ben ^^fbcszi ^ g,,.,^ 

I 

111 I 4^CS- 




sJ 



r 



Se 



.. Se sf avessero delle quantità razionali* miste coir 
le" irrazionali » niente più difficile sarebbe Pope*' 
razione • 

*i\/*-+r \/^) dà per quoziente J \/a -\- 2\/b^ 

p a .^ 

Basta solo avvertire , che — n è =r pi/ a J a 

I4(f. Sfo/* Il Signor Dottor Tommasini nelP 
opera citata (;i.ii4.) dice, che nella divisione di 
una funzione radicale per un'altra , allora si ot- 
tiene un quozienre esatto , quando le funzioni 
comprese sotto i segni stanno fra loro, come un 
quadrato ad un'altro. 

Affinchè fosse vera questa proposizione , con* 
verrebbe, che dette a^ b le due funzioni divisa- 
- ' te , si potesse dedurre generalmente dall' equazione 
iry* jr* ^ ■ 

T* ssx^ ~=i» quantità intera , il che generalmen- 
te è falso. 

Egli pretende di darne prova per induzione 
con untolo esempio particolare; principio fal- 
lace 9 che può condurre a qualunque assordo • 

147. Vrobl. Inalzare i radicali ad una potenza 
qualunque . Soluzione • Si riducano le funzioni ra- 
dicati a potenze fratte, e si operi come n^xTrobh 
(».iia)ed(fi.ii4.) : o più brevemente ; si formi la 
potenza proposta della* funzione compresa sotto il 
segno , e se le renda il segno radicale,come prima. 
. La ragione di. questo deriva' dàlia formazione del- 
le potenze. 

£sem- 



Esenapio . Sia da elevarsi pyjayjbr alla poten- 
za m ì si avrà ...... (p J)w*)» s p» ( '»«^)7 

. 148. II' Calcola de' radicali universali niente 
difierisce da quello dei radicati particolari. 

14^. Per ridurli alla più scmplic'espressione , 

si riduce prima il radicale compreso sotto il se». 

gnp universale, e poi si riduce il radicaleinte- 

•'■ ■ ' — ■— 1-. ' '" ' . ^ 

re . Cosi '\/a'b-\-\/a^b'c diviene» \/a*t^a'b\/e 

» . 

150. La riduzione al medesimo esponente si 
ottiene mediante ciò» che si è insegnato al {n.i^p») 
punto non considerando le quantità comprese 

sotto il segno universale • Cosi \Ja^'\-\/by ' 

3:- j ^/ 

t ^c-f-\/rf ridotti al medesimo esponente sojqo 

13 12 

La stessa conformità di regole ha luogo per le 
altre operazioni • 

151. Niente pur differisce dal calcolo dei ra- 
dicali reali il calcolo dei radicali imaginarj.. Vi 
è solo un^ eccezione in ciò, che appartiene alla 
di loro moltiplicazione «Abbiasi, per esempio» 

v/— -^da moltiplicarsi per \/~^ j 
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Il prodotto analogo a qndlo dei radreali reali 

sareb])e \/ — ^ X \/-^ i& =: \/ — ^X — * = x/abf 
ma esso è in eifetto ::^ ^^ \/ab • EccoBe una 
dimostrazione . \/— ^ è =: \/tf . v/*-'* » v/'*=^v/* ♦ 
^— I ; dunque v^— ^XvA-*è-v/^vAl/~^* 

Dimostrazione a.* Sia ab = w* il prodotto di due 
fattori negativi — a , — fr ; Tra,ttandosi di estrarré 
la radice quadra da f»^ y siccome si sa, che m* è 
derivato da una radice negativa, ad j», o sia a 

\/ab j si dee preporre il segno negativa. 

Si può qui osservare, che il prodotto di un^ 
Numero pari di monomi immaginari è sempre Rea- 
le 9 all'opposto de( prodotto di un mimerò impap 
ri di tali monomi . 

152. Monsieur d'Alembert pretende di prpva- 

re, che y/— a v/— * m=:i±i\/ab ( Recherches 
sur le systeme du Monde ) ed il P. Boscovich di- 
fende lo «tesso (Elementofum Vnìv. Math. timo 

' *• §• 4?- ) 

' te ragioni , che vengono addotte da M. d'Afem- 

bert^ sono le seguenti • 

pferdiè quadrando ne jJrdviene — 4 = — ^ ; ma 
^j^^a^sjb .\/i-* 1 moltiplicato per \J(i\) — • i 
da— vA^> e moltiplicato per \f(t. — \/ — i 
da -j- \Jah ; dunque &c. Rispondo , che T equa- 
zione \J a vA-tr^ ^ \la. •~v/-*N 1 è. assorda t 



ptrcKè dovrebbe essere ^Z— i =: — \/— . i , e 
perciò 2 v/ — I e o • 

// ,Quie9ta difficoltà vieti distrutta pienamente dal- 
1;k seconda nostra dimostrazione • 

ai ^ 

3«* — ^ ^ ^ • —I = J]["==<i.~dunque\/4\/ -i 

, dunque yj—a . v/— ^ -\J ^ \/~ J \fT\/^l 

' ;?+\/^ij dunque v/ — ^v/ — b zij±:\/ab . 
Io rispondo^ che sebbene sussistano Tequazio- 

I 
ni — rt ^ tf • •— I r4 • ^ non sussìstono pe- 

-fò in alcun modo, se 5i estragga una radice dì gra- 
do pari , e che 4i9n ha luogo i' equasicme 

i/"7 ,/Tr7= ■ » P^^^'^ altrimenti dovrei* 
be aversi v/*-* i - ' " ' , vale a dire o« a • 

v/--i 

X5J. Per concepir questo anche meglio , basta 
osservare, che T eguaglianza compUu di due quan- 
tità , dopo che sicn' esse state ìnal^aw ad una po- 
tenza pari non ptova in alcun modo^ clif inoatizi 

ali» 



/ 
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siila foriHakiODé di tal potenza fossero eguali com- 
pletamente, perchè la formazione di una potenza 
pari può mutare l>ntità relativa*, con mutare il 
segno, e render con ciò eguali completamente 
due quantità, che non erano tali • 

Cosi /ir— .t è generalmente un'equazione assor- 
da 9 e divien reale , qualora i suoi due membri 
s^inalzino ad una potenza pari , perchè si toglie 
cosi la diversità del segno . * 

154. Il P. Bosco vich non adduce altra prova 
^ella »eatenza di d'Alembert ^ che un nndetar , 
mentre cosi ragiona ( luogo eh. ) ^amobrem si 
consideretur elevatio ad secundam potentiam J vWe- 
tur 'valor haberi debere determinate prò negativa^ 
si consiiereiur multiplicatìo 9 debere haberi prò am^ 
bìguo. 

IJJ. Teor. Ogni funzione immaginaria è ri- 
ducibile generalmente alla forma c^ab5(/— i . 

Bimostrazìone. Sia . i^^Una funzione a-±J)\/ — ci 
ponendo e fuori del segno sì ha4!±:é\/ e \/ — ^i,on- 
dc se facciasi a zuty t b \/ e =£^ si avrà ^rb i\/— e 
siu4 dtrB v/— I . 

Abbiasi a,® una funzione a^h\/ — i ris e 

tfc d v/— I » dove 4 , e e sieno funzioni reali 
qualunque,. come pure b 9 e d » Si ponga aia:: e 
z: ^ ; !±: é dr </ = dtSy e sarà essa ridotta al la for- 
ma Jit±tB^/Zir. . 
Sieno 3.° Le due finzióni qualunque 4dbè\/-i, 

ctisd\/'^ i , e «i :dcbbano moltiplicare insie- 
me 



me; II prodoeto risulta ac z:p bd^ad vA— i 
ribci \/ — I ; Si ponga aczf^bds^^ da addt:* 
icsda^B , e si avrà come sopra ^^ db -B ^—- 1 . 
Sia 4.^ 4 dfc:èvA-. * ^* dividersi per ct±:i\/-i; 

Si ,vr!^ ^^V-^ ^ (^^V^^^) (^?M\/^ 

^ nc + bd::p ad \f^±: tb\/-^ 1 ^ ^j g^^j^ 

ac-^bd bc-'-^d 

-prpr =*^> e ^2 , ^2 =2-5 , e si avrà . &c. 

Sia finalmente 5.^ (a:±Jp \/— i)™ , essendo m 
qualunque intero y fratto , positivo , o negati- 
vo , irrazionale , o immaginario , sarà per la 

fjrmola del Binomio ^...t*. a"\±:wtf™"* fi \/— i 
ftt ( ftt — 1) «f(l» — i) (w— 2 ) 

* a . j 

fi \/ — I &c. La somma dei termini di sito 
impari si ponga eguale ad ^ , e la somma dei 

termini di sito pari si ponga eguale #5 \/—i; 

Si avrà l'espressione e// r±:JJ\/— i, come sopra. 

Ritliane dunque proyato,cbe una funzione imma- 
ginaria qualunque modificata con qualunque ope« 
razione Algebrica, è sempre suscettibile della for- 
ma ^r±2B\l — I • 

E* questo un Teorema dimostrato la prima volta 
da M. d* Alembert • \%6. 



15^. Da questo Teorema ne deriva un'altro ^ 
ed è; che se abbiasi una funzione razionale-, e 
questa sappiasi esser stata formata dalla tnoltipii. 
cazione di fattori immaginari, ne deriva, diss i, che 

tali fattori debbano esser della forma >^-4" ^v/— i , 

DifattQ: considerando la forma materiale indipen- 
dentemente dai segni, è chiaro ,* per il Te-^r. di 
d'Alenabert , che essa non può esser diVersa . 

La necessità deiralternativa nei segni ne deri- 
va -da questo , che dovendo il prodotto esser reale, 
ciascun prodotto dei fattori presi a due, in cia- 
scuna delle combinazioni debbe esser reale pari- 
mente . Ora questo non può avvenire senza la 
divisata alternativa dei segni , come si vede; dun- 
que &c. &c. 

SEZIONE II. 
Deir Estrazione ielle radici . 

157/ Spesse volte occorre nel calcolo di do- 
ver invistigare qual sia la radice di una funzio* 
ne data, qualunque essendo Perdine della radi- 
ce, e qualunque la natura detta funzione • Dal 
ritrovamento di questa non di rado avviene , che 
dipenda la soluzione di un problema • 
Sia pertanto . 

IJ7. VrobU Estrarre una radice qualunque da 
' qualsivoglia monomio • Soluzione • Il monomio 
dato abbia per coefficiente T unità, perchè dell' 
• estrazione delle radici dai numw;ijic parleremo 
in appresso • E*chiaro, che se il monomio dato è 
una potenza pcriFetta dell'ordine , di cui si tratta, 
riebbe esservi uu monomip tale » che moltipli- 

can- 
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candoDc gl'esponenti per V esponente delta radi- 
ce proposta» riproduca. il monomio dato, dun- 
que se divìdansi gP esponenti dello stesso mono- 
mio dato per l'esponente della radice, pe dee na- 
scere il monomio, che ne è la radice j e se la 
divisione degP esponenti non succeda esattamente, 
sarà segno , che non vi è una' radice esatta dell', 
ordine richiesto • 

In effetto, siccome per inalzare un monomio ad 
una potenza, si moltiplica ciascun suo esponente 
per l'esponente della potenza , ne segue , che per 
estrarne la radice si debba dividere ciascun suo 
esponente per quello della potenza; e poi si vede, 
che l'estrazione delle radici essendo un problema 
inverso di quello, che riguarda la formazione del- 
le potenze , i metodi , co' quali se ne ottiene 
lo scioglimento , debbon' essere inversi ancor essi. 
Ma vediamo col calcolo una conferma di questo 
raziacinio . 

158. Se debbasi cstrarre la radice »."""* da 

n 
a" è chiaro , che essa è =: tf » ma ^ ~ dà pari- 
mente a . 

Se da ^'^'^ si debba estrarre la radice «."""S' 

mn 
si vede , che essa dev'essere =? 4"* , cioè = ^ ~ 

Se finalmente sia da estrarsi la radice ». «ma 
da a^ si ponga m^nx , il che si può far sem- 
pre , e non si tratterà , che di estrarre la radi- 
ce »•"!»» da 4°*.; Ma questa, si è veduto , che 

m 
dev' essere = 4^ , ed a: è s ~ ; dunque in genc- 
n m 
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E9etnpM). St-deW» estntet li ndrce terza ds 

^— ; Inerendo «i principi ««posti, divido 

tutti gl'espoocntf per j , ed il risultato ....♦, 

j a 
3J.I i la radice cubica richiesta . 

1 5P' Queito metodo però quantunque vero ^ 
anzi unico pel ritrovamento delle radici esatte y 
qualora qualcheduno degresponeoti » di cui è do- 
tato il monomio proposto non $ia divisibile per 
r esponente della radice > riesce un metodo di p\i^ 
n appare naa ^ poiché per esempio quando si debb* 

estrarre la radice cubica da aS e si scrive 4 | » 
non 81 ottiene nulla più, che una semplice indi* 

s.— 

«Ione, appunto come se si scrivesse y/a^ * Per 

ottenere pertanto un'effettiva radice, quantunque 
non in termini finiti, che non è possibile, con- 
vien ricorrere ad un' altro metodo. Sia dunque 

160. TrobU Estrarre per approssimazione una 
radice qualunque da un monomio., che non sia 
potenza perfetta dell' ordine proposto • Soluzione^ 

». 
Sia e il valore intero , che più si accosta a vA , e 
g sia ciò che manca > perchè e sia la radiee esatea} 

^ n 
si avrà jt =: \/<i :r f-|-^ dove g dee necessariamente 

esser molto minore di e • Facendo la potenza «.""™* 

si a\r- 
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si avrà Jf" s: 4 s c^^- «f--'^ + — j- c'^'^g' &c. 

Si trascurino le potenis di g superiori alla 
prima , come quantità molto piccole , onde si ab- 

bia *" = f^+w "''^ =4 , e si avrà jj s --5=i , ed 
X s c-{-g =^ 1__I_. 

Per ottenere un valore più esatto non si ha che 
daripetere successivamente la medesima operazio- 
ne con prendere per e il valore ottenuto per x . 

Esempio. Si voglia determinare la radice qua- 
drata di 2 . Facciasi la sostituzione di»=2,<t = 2> 

(«— I) e"-!-* 
CSI nella formola jr s — s=j — , e si avrà 

3 3 "'17 

jir=:~ facciasi fs"' , e ne proverrà jr= — ; ponga* 

* »7 * 577 " . . 

si f r ~ , e $i avrà ^cs'Trr radice, il di cui 

quadrato è si prossimo t 2 , che io supera della 

I 
sola quantità ;^^. 

itfi. TrobU Estrarre da un polinomio raziona- 
le una qualunque radice . Soluzione . Prima d'in- 
traprendere r estrazione proposta , convien'esami- 
nare , se il polinomio dato sia una potenza perfet« 
Ca dell'ordine , di cui si tratta ; perchè rade volte 
succede, che l'estrazione possa eseguirsi esatta- 
mente « Per assicurarsi di questo , non si ha che 
da sostituire le lettere del polinomio dato, ed il 
massimo esponente nella formola del binomio, se 
le lettere sieno due > nella formola del trino* j 

G 2 mio ^ 

i 



mio 9 che nasce da quella del binomio conporre 
due lettere in luogo di un^ , e cosi in seguito . 
Se il risultato provenga eguale alla funzione pro- 
posta , sarà certo » che essa è una potenza perfet- 
ta ; non si tratterà più che di osservare, se Tor- 
diiie , a cui appartiene , sia il medesimo , che 
quello della radice richiesta, o se ne sia un mul- 
tiplo . Avendo luogo uno di questi casi s'intra- 
prenderà l'estrazione, altrimenti si eseguirà per 
approssimazione, a tenore di ciò, che insegneremo 
in appresso , ovvero se ne indicherà solamente 
l'estrazione . 
Se, per esempio, venisse proposta ad estrarsi la 

radice cubica del/a funzione ^^-|-}^*r-f-3^r^-{"''^> 
si porrebbe j per ^ , r perA, e j per «nella for- 

»(»— I) 
moia 4°-f»4°"'*+ — a''''b'&c.+b\ e sic 

come si ottiene precisamente la funzione proposta 
si concluderebbe, che la radice si può estrarre . 
Posto tutto questo venghiamo alia soluzione del 
problema . 

Si ordini il polinomio dato per le potenze di 
una delle lettere componenti • Dal primo termine 
si cstragga la radice proposta secondo le regole 
de' monomi , e questa sarà il primo termine della 
radice richiesta. Questo primo termine s'inalzi 
ad una potenza espressa dall' esponente della ra- 
dice da estrarsi diminuito di un'unita, e si mol- 
tiplichi per detto esponente • Per questo prodot- 
to si divida il secondo termine del polinomio t 
il quoziente sarà il secondo termine della radi- 
ce . I due termini trovati qualora la radice debba 
essere composta di più termini '^ s'inalzino alla 

stes<* 
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•Msitpotenzft 9. t cut s'isalzò il primo tei'miDe » il 
risultato si moltiplichi per Tesponexite della rsdi- 
Ct , e per il prodotta si divida ii complesso di 
quei termini rimanenti, che sono divisibili; il 
quoziente tammini^crefàiia nuovo termine per la 
radice • Così proseguasi finché non siensi ottenu- 
.tì i termini della radice richiesta • 
' Esempio i.^ Si debba estrarre la radice quadra- 
ta dal polinomio a^^iaÒ-i-b^.Dz ciò che si è ve* 
duto (».ii4*) raccolgo , che il polinomio proposta 
è UB quadrato perfetto > e che la radice debb'e^^ 
ser binomia . Estraggo pertanto la radice quadra 
da 4* , ed ottengo a per primo termine della ra* 
dice; per a inalzato alla potenza a— ^i ', molti- 
plicata per2> cioè per 24, divido il secondo ten- 
xnine zabj ed il quoziente b è i! secondo termine 
della radice , onde à-\-b è la radice y che s! 
(Cercava. ♦ 

Esempio a.** Sfa proposta ad estrarsì h radica 

Quarti dalla unzione 4^*.4tf ^5:-|"^*^*~"4**^+^^* 
Avendo conosciuto , che, esla è una potenza 
perfetta di quarc'crdlne ; .e che la radice dee cs« 
ser binomia, perchè non si hanoo^ che due let- 
{eire , es traggo la radice quarta dal termine ù^ # 
ed ottengo a^ per t)rimo termine deHa radice • 
Divìdo —44^^ per 4^^ , ed il quoziente -*-« * il 
secondo termine della radice • Concludo frertaftto^ 
che a — z è la radice 1 che sì voleva . 

lóz» Se una x'adice proposta noti siapossibK 
le io valore esatto , convien contentarsi di uti 
valore prossimo , il quale si può avvicinare qitan- 
co si voglia al vero , ed esatto valore • 
. Sia , per esempio , da estrarsi la radice qjtiadrata' 
dal bioomio d^-^bc ; operando col metodo espo* 

G J 8^ 
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Sto éì ottiene la radice esprem per (a ferie io|«fM 
bc b*c' b*c^ sb^c^ 

I 

rando colia forinola del bioomfò , pq^o ns — , 

si avrebbe il medesimo risultato . 

16^. In generale qualunque sia la radice dk 
astrarsi , qualora essa non sia estraibile in ter- 
mini esatti , facendo uso del metodo esposto , $ì 
ottiene sempre un valore , che tion dilf^risce dal 
vero , che di una quantità estremamente piccola 
e Io stesso. si ottiene» se nella formola del bi- 
iiomio si; costituisca per n una frazione, ebe ab- 
bia per numeratore Punita , e per denomfnato- 
re l'esponente della radice da es trarsi • Difatto 
Jiiente. impedisce , che una funzione qualunque 

suppongasi s F ; dunque / "* , esprime in questo 

\Caso la radice m* dk F ^ onde non resta » che 

I 
formare lapotenaa*^ della funzione F , per avcr^ 

, .. sima 

ae la radice i». . 

ii$4. Fin qui abbiamo supposto , che le rada- 
ti si dovessero estrarre da funzioni razionali . Se 
lefiin^oni sieno irrazion^Ii^o immaginarie , il tne« 
todo esposto non è di alcun successo , poidiè» 
eccettuati i pochi casi , nei qUali la funzione è ma«- 
nifesta'mente una potenzia perfetta , come ...» 
4^ -j- ^^\/^+^ » r estrazione della radice ordf- 
naria somministra un risultato pìii complicato, 
e più oscuro^ che la semplice indicazione della 
radice.^B'pcrianto necessario , che passiamo ad in- 
vestigar dei metodi particolari , per cui si otten* 

g» 
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g« $empl(eemetite etpres&a ogni radice, che sia 
possibile in tertnint finiti, e se fie ottenga un va- 
lore molto prossimo, e semplice, qualora non sia 
possibile ottenerla esattamente . 

165. ProW. Estrarre la radice quadrata da qua-» 
liiRque monomio imagioario quadratico. Soluzione . 



Sia È \/«~ 1 un monomio imagioario quadratico 
qualunque; pongasi \l^ j^ ^^i-^-yxf*^^ (Si 

pone in radice il radicale \J — i , perchè , se non 
fosse in radice , non potrebbe trovarsi nella po- 
tenza )• Qnadrando si ottiene B .\/ — i =:Jr'— t)f* 

-|- 2 ;ry \/ — I ; siccomt poi non può esservi 
eguaglianza fra quantità reali , e quantità ima- 
ginarie , debbono aversi le due equazioni ••••^ 

ar*— ^* so, 2xy\J — i:rj^ — I } Dalla prima si 

deduce Tigr: perciò la seconda diviene ^y^\| — i 

h 

r^— 1 onde, si haj^ = \f — , e finalmente 

Esempio . Sfa da estrarli ia fàdice quadra dal 
monomio immaginario a 1/ — a ; Operando, come 

sopra, si avrà... \J ^ ^— :safe \/— (i-[-\/— 1) 

itfd. ScoU i«^ Qoalòra Pocdiiia della radice 
G 4 fos- 



fosse multiplo di t , cioè fosse un numero pari 
qualunque 21» 9 converrebbe estrarre m volte di 
seguito la radice quadrata da ciascun risultato % 
Ma siccome dopo la prima estrazione s^ incontra 
subito di dover operare sopra un binomio, perciò 
convicn ricorrere al metodo, che daremo in appres- 
so per l'estrazione della radice quadra dai binomj* 
167* ScoL 2.^ Qualora la radice da es trarsi da 
un momio imaginario fosse di grado impari 2^4-^» 
converrebbe procedere per approssimazione , e 
questo si eseguirebbe con dividere il monomio 

proposto fi \/ — I in due partì per esempio 

(B — ^i) \/ — X +v/"*i e quindi formarne la poten^ 

I 
za : — secondo la formola generale . 

i6Ì. TrobL Estrarre la radice quadrata da qua- 
lunque binomio irrazionale.quadratico • Soluzione. 
II Binomio dato sia o4-±iB ^ dove nel caso di B 
fcegativo , sia B<,A altrimenti A — B avrebbe la 
forma di un quadrato negativo , e perciò sarebbe 



impossibile estrarvi la radice. Pongasi ^/.^ rt: 5 

srAdby, in maniera che sia\/^-j-fi=r x-^^ e 

\/.A — B^x—y.i perii che altro non si ri- 
chiede, che supporre nelT equazione .^cfcB=:x* 
•±:2^-f-y , che il primo termine A rappresenti 
i termini di sito impari ;r* , y , e cne i^-rappre- 
senti i termini di sito pari 2xy . 

Posto questo, sf aggiungano insieme le due 



addotte equazioni \/a -f. B^x-^y , \/ ^ — B 



I 



ss ;r— ^ , e SI avrà x =r ^ '^ ^ : 

di quest^equazione se ne fàccia il quadrato , onde 
si abbia i*=: """'^ jsicstragga nuovamen- 



te la radice, e si otterrà :rs:d:::\/^-^\/-^'— 5* 

a 
Con egual metodo , ma prima sottraendo aps 
delle due equazioni ipotetiche dall'altra» si ot- 
tiene ^ = :±: ^:lZi^^j!zf 12 . Di qui ne 
segu cche debba essere ;*•+/=* ^±!:^{^£zf? 
Et:*' ILi .'', ed *— j>= 



2 2 

finalménte, separando! segni da ambe le parti 



* 



•-""" ■ > I . — ■ 

Esempio i.° Vogliasi la radice quadra del bi- 
nomio v/jirtrl/i^.Si fàccia v/j 2=^, d2\/24= 

By e sarà */<*—£» s 8 =.. « 

v/j2. 



loé 



2 . "* 2 2 

v/32— v/8 4v/2o v/r ^ 

= ' r = T' =: V^ . Quindi x:±:y 



s\/i8dt\/2. 

Esempio 2.^ Si voglia la radice quadra del 
binomio —7 d3 4\/ — 1 ;sarà — 7 r? c>if , !±t 

4 \/— -235, 4^— B» =Ji,edxT±2y3:i±2v/— »• 

' Se sì volesse tentar di nuovo la estrazione del- 
la radice quadra ^ si avrebbe .A si i , B s t±z 

2\/,'— a , e ,/f* — ^B* = p; quindi jrdry sy/z 

Si vede per conseguenza , che il metodo espo- 
sto può esser utile ancora per V estraxione delle 
radici qualunque di grado pari • 

itfp* Oltre Ut questo il suddetto metodo può 
applicarsi con successo ali* estrazfone della radi- 
ce quadra dai trinomi irrazionali • Eccone un 
esempio • 

Sia proposta ad estrarsf ta radice quadra dal 

trinomio w\/ t rfc'2 \/mq /IT 4- ?)/''• Avremo 

^=:m \l t '\-oi^ìn\} t + qsj r ; i+: B Zi dtì 

2 \/mq rr 5 perciò ••••;•«• ^4*— £'s:»i*^+?^''"^ 

2Wf- 
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2mq ytr^ e yJ(yi'^'-r^^):^in\Jt^^\jT% Dunque 
SI hatóy=;t±:\/m j-jx±z\l q j— ; quattro 
pertanto sono le radici del trinomio proposto , e 
sono \jm\Jt -f-v/ 9 ^/7»~v/»'^7— \/? ^7 

Le prime due appartcngpao al trinomio «••••• 

wy/f-^-a \I^^J^ +?\A > ^ '^ ^^^^ ^"^ apparten- 
gono al trinomio myj t — a \/w^ y r* -f- j \/r ' 

170. Qualora però sì volesse applicare il sud- 
detto Metodo alPes trazione delie radici dai qua- 
drinomi , e dalle funzioni di un maggior nume- 
ro di termini , s^ incontrerebbe sulle prime sì 
noiosa complicatezza di calcolo » da non poter- 
lo condurre a fine • 

Noi daremo io appresso dei metodi parctco^ 
Jan per Testrazione delle radici dalle funzioni 
po/inomie « Passiamo intanto a sciogliere diret* 
tamence il seguente • 

171;. VfQll. Estrarre una radice pari qualun^^ 
que ^fn da un binomio irrazionale quadratico » 
Soluzhw€m Se Pordine am sia una potenza di 2, co- 
me ^Sj 16 ^ ii &c. Si cstragga successivamente 
k radice quadra col metodo esposto di sopra x e 
fi\ipera l'estrazione tante volte , quante uniti 
meno una si contengono nell'esponente della ra- 
dice proposta ; cosicché se debbasi estrarre la ra- 
dice quarta , si estragga due volte la radice qua- 
dra ; si csrràgga tre volte > se debbasi estrarre la 

radi- 



radice ottava » e cosi in seguito . 

172. Qualora poi Tesponente della radice' da 
estrarsi non sia una potenza di 2 , ma bensì un 
prodotto di 2 per un numero impari , per esem- 
pio (f , 10 , 14 &c. , in questo caso si estragga 
la radice quadrata, finché giungasi a dovere estrar-, 
re una radice impari • Giunti che siasi a questo» 
si dee ricorrere ai metodi, che seguono . 

Sia prima di tutto 

173. TrobL Estrarre la radice cubica da uri bi- 
nomio irrazionale., quadratico . Soluzione • Se il 
binomio proposto abbia ambedue i termini irra* 
zionali , si moltiplichi ciascuno di essi per il 
cubo del radicale di uno de due termini , onde 
uno di essi divenga razionale , e della forma 

tf + ^v/ ^ • S'' ponga v («-f^v/O = «+ Wjf ; cu- 
bando da ambe le parti si avrà a-\-b\/c =:z^ -f" 
S^^^x/y-^i^^^y-i^^^yy/y ; e paragonando insie- 
me le quantità omogenee , si avranno le due 
equazioni , n^z^-^szm^ , b\/c = jz^mx/y-^^m^y 
yjy . Osservando però s\ vede , che non vi po- 
trebbe essere nel cubo tf-f-A\/c il radicale {/r, 
se e^so non fosse anche nella sua radice ^ perciò 
nel cubo addotto convien fare \J y =:^ yjc • con 
guesto si ha dalla seconda equazione A=32*f»4"'W^^J 

onde si deduce2*r^!l,e^=t±:/*^,do- 

ve per aver z non rimane, che porre per m un nu- 

nierotale, che divenga un quadrato, e 

;^ riceva un tal valore» che essendo sostituito in- 

sic* 



sieme con i» nella quantità 2:^-|-3>»^«, la renda* 
eguale ad ^ • 

Avanti di passare agi' esempi , conviene notare 
ciò , che segue . 

I ^ Se- i termini del binomio sieno di segno 
alternativo", non si avrà, che da prendere cor- 
rispondentemente i segni, alternativi nella radice, 

onde abbiasi, per esempio yj {a — hyjc) =::r— y, e 
se i segni del binomio dato 5Ìeno ambedue nega- 
tivi , si riguarderanno come positivi , e si mute- 
ranno 1 segni della radice • 

2.® Se nel binomio dato vi sieno delle fra- 
zioni 9 si riducano tutte al medesimo denomina- 
tore, e la radice estratta dal numeratore si di- 
^vìda per la radice. del denominatore. 

3-° Quando si vede, che Testrazione della 
radice non possa riuscire , si trasformi il termi- 
ne affetto dal radicale, e si tenti di nuovo. Te- 
strazione • 

4.° Se la quantità fuori del segno radicale 
non sia maggiore,quanto si richiede , di quella , 
che vi si comprende, il njetodo diviene insuffi- 
ciente ; in questo caso bisogna moltiplicare il bi- 
nomio dato per una quantità opportuna a rendere 
il prodotto un cubo ; effettuato questo , se sia 
possibile , si dividerà la radice risultante per la 
radice cubica della quantità , per cui. si fece la 
moltiplicazione . 

Tutto il fin qui detto %\ renderà chiaro con gr 
csempj . 

Esempio i.*^ Si debba estrarre la radice cubica 

dj binomio atf-f-\/ ^75 f Opeuzmc . Ridu- 

cosi 



casi il binomio proposto ali* espressione più sem^^ 

plice , onde sia delia forma 26-\-i^ v/j ; quÌQdi 

si avrà bzii$ , rrj » &^i6 j e fatte le sostituzioni 

fb^mh) (15— jw^) / 5— ^Q , 

J — m^ 
Per rendere "■ un quadrato, pongasi m^i » 

esaràz^d::); si pongano questi valori nell'equa- 
zione z^-^-jm^zczsA » siccome risulta 8-[-3 • 3 • ^» 
=25, equazione identica, ne segue , che la radi- 
ce richiesta z -|- wvA sia =2 -|- \/5 , la radice 
— a-|-\/> servirebbe per il binomio— 2tf-|"*J vJ» 
e questo vale generalmente. 

Esempio . a ® Si debba estrarre la radice cubi- 

ca dal binomio la-f- — + ^^ v * • Operazione • 

Si riducano i termini tutti in frazione, che abbia 

254-a2v/2 
il denominatore 2 , onde abbiasi .Quin- 

di considerando il numeratore si avrà 6=22, r=\/2, 

(Z»— w^f) (22 — 21»^) 
'"*5'«^='^(77;r) = v/(— ;^-) P««dasi 
fWi32 , e si avrà « =:± i : si sostituisca , come nel 
primo esempio , e si avrà l'equazione identica 
^+?' 4- /=*5 * onde la radice richiesta sarà ..• 

Esempio 3.° Sia richiesta la radice cubica del 

IO I 

binomio j 4-—^ ~—: Opcrazme • Si avrà 



bsrr , tó—'T > ed tf«j > perciò «-\/(~3'^ ) 

= \/^ ) 5 pongasi w=2 , e si avi-à z=ri^t ; 

si prenda il segno negativo, e fatta la solita so- 
stituzione» si avrà ^equazione identica— i-f-^s:} » 

il che dimostra esser la radice — 1+2 v/ — ~^ 

E$empio'4.^ Sia da estrarsi ta radice cubica dal 

binomio \/ 143 -|- v/ *4* • Operazhne . Ridu- 
cendo s'ottiene pv/s "H^ i\/* J moltiplicando , e 

dividendo per jy/j» c"'^^ ^' v/j» ^' ^^ ""TTà • 
si consideri il solo numeratore i e éi avrà 6=^2 > 

c^d , tf=8i ; percìp .....—.•• «=:\/( — ^ )" 

s \/("""~"Ij ) » pongasi wri , e sì avrà «^J ; 
fosti tuendo, come sopra» si ottiene l'equazione idea«« 

tica 3174-54=81 • oade\/8i-f-33y/tfs: 34-^5 , e 

% Jl^3^)" V/J ==" v/3 ^ - 

174. Trobli Estrarre '^una radice impari qualun- 
que e da un binomio radicale quadratico • 

Soluzione . Met. 1.^ Il binomio dato sia ufzbi?, 

« k radice incognito ;rdby » oftdc abbia v(i>f+fl) 






^(^--S)=: v/(wrf*-nB'}= ò sia x».-:v* 



»/■ 



w* 



s yjm^ (w^*— 5*)=;ii; con ì metodi generali si 



trovi prossimamente il valore di \J mi^ir^-B) = r. 

n 
Dalle due equazioni ;r-|-j^ r r , ;r— ^ = — si avrà 

sommando , ax= ~-|- r , ed ;rs "7 + ^ pressi- 

2- 

«lamente > * valore, che suppongo s: K. 

175. Fin qui ci siamo accostati al valore di x% 
avvertasi però, che qualora m^ , vale a dire il 
maggior tèrmine del binomio sia irrazionale, con-* 
viene estrarre prima la radice quadra da nixA , e 
poi estrarre la radice r da 1» {u4.-\-B) ; per il che 
il valore trovato risulta doppiamente inferiore al 
vero : perciò il valore K trovato si deve molti- 
plicare per il radicale più semplice, che si con- 
tiene in ^ , onde renderlo più grande ; Questo 

radicale sia v//'- % 5 5' ^^'^ ^sX | =: 1^'\^t , 
e JCr 7+f . 2 

175. Trovato arsi trova j^ facilmente dall'equa- 
zioneys;;r^-f-(«^t?-;y*) s iCJ^'— », della quale 

si 



ai ha^s !±:\/iCi'*— »; q\xìndlsc^i±:B sia uoa potcn- 

za perfetta deirordinc csi troverà:?: "" ^ - ; ' '■ * 

V w 

177/ Sco/. Se la parte irrazionale del binomio 
ridotto fosse 5 , il radicale più semplice di B do- 
vrebbe essere anche in jf ; perciò sottraendo Tuoa 
dall'altra delle due solite equazioni A:-}-^ = r, 

H 

«w--)>s: ^ si avrebbe y s: f js JC , emòltif^If- 

. ^ . __. ^ ^^ 

xando,come sopra, questo valore per il mim- 
mo radicale di B , che supponga 9 x > si avreb- 
^ ' n • 

Èe y^Ks:s ^ r ; quindi si dedurebbe . dalPequa- 

zioDc x^ '—y^ =: » , G sìa x^ n'\'y^=^n-\-ì£^s^ ^ 4t= 

2*2 ^/«+is V , onde e e \/(w^dbi?>.»t-é.»..M 
V w 

^ yg- f ^'j'+^ fevfìftiftta > diÉ può e^re pare 

Vw 

vaetaggiosa • , 

178. ^fof, ar. L^addo tta soruzìone , che debbisi a 
Newfion ,echs si può vedere nella sua Arim^eti- 
ca Universale , non è ta Mo srcura , cóme preten- 
de qualche Algebrista(v^i/;irroi. in Mg. Tomdshll 
Totn. t.pMg.i76.);mk va soggetta a due notabili 
ine smodi if H prrttro è che qfMndo il radicale più- 

H Sem- 
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semplice, che si contiene in »7^,è notabilmente 
grande , Ki diviene maggiore notabilmente del 
vero valore di ^ , ed accrescendosi per conse^ 
guenza^, la radice :r-f-jy risulta maggiore assai 
della radice prossima . 

• Il secondò incomodo e , che molte volte il me- 
todo suddetto mostra, che sia impossibile Testra- 
zione della radice', sebbene ci fa possa aver luogo. 
Cosi ,. e l'osserva il Ch. E\xkr( Comm. vecchi 
detrae e. I[. delle Se. di Vìetrob. Tom. 2. ) , volen- 
dosi la radice quinta del binomio $\/$ -j- 11, .1;| 

quale è ' • si trova col metodo di Newton 

essere — ^ , risultato, il quale indica ,. 

non esser possibile la radice quinta del sudetto bi- 
nòmio , perchè, se fosse possibile , dovrebbe in es- 
so contenersi il radicale yj, come è manifesto . 
., Passiamo pertanto a ricercare qualche altror 
metodo , i! quale sia immune da questi difetti. 
e x^y 

- 119. Met."" II. Sia xf (^4dr:B) = • 5 onde 

abbiansi le due equazioni (yi^) ..... \/ (^-^B) ^ 

x-\-y e x—y 

; \/(-^— -5) =:;^— *...• (5').Moltiplicaa-; 

dole insieme , si ottiene \/(^*— jB^)^: "^-t > 



e. "S, 

^quindi ^*-«3f*rv/(-^^— ^^)p - 

Adesso i poiché wnco ar^— ^ , quanto u/f *— 5* , 
cp debbono esser nameri interi, si prenda per 

p una quantità, .che renda il prodotto (.^*—5')/r 
una potenza perfetta dell' ordine n , e perciò si 

/cerchi un^xt mmirifiai fetenza r^ che esscodo divi- 
sa per >—B?, rfada pcr^quoziepte/?; trovate 
le due quantità p;,r, si avrà jr'— jy';::r.* (c^*') • 
Facciariii adesso {quadrati, delle due equazio- 

' ni ipotetiche (:>f), (5') ^ e si aggiungano insieme, 

onde abbiasi-v/(^/^)'=fcv/(-^^ 

- — ^ ^-- .'.C^^)- Di qui SI de- 



duce * » +/ =7 v/ ('^4-^>' /'+7^ ^^•"^> 

Si cerchino col metodo generale le radic!>ros- 
«ime jdell'ordine e y di ciascua binomio {4-\-Bfp 
(^■—Bfpt e sìenox, «j trovati questi -valori, 

si avrà *»4-y=-^.....(^"');sJ combini -quest' 

'equazione coli' equazione (^'*;j , come sopra qel 

n.' Metodo, est ^vtk xs\fs-{-t{-\^%r , ed ;ir=s 

^TfT— .ar» o^dc finalmetìtft\/('^=t^)=77" 

-- — ;: — ". ■ 

Esempio i.*' Si voglia la radice quinta del bù 
. «oraio 5v/5+" »:<*»' s" vide noo-pottrsi ottene- 

Ha r« 



1X6 

re col metodo Nèwtooiano . Openatlmti* Si 1m f .» 



r« 



«odisfare all' equazione ^sp ai poaga rsa^e riiiil. 

terà --=/te8} $ ." Si avrà M-Hfi) ^4tf-f-i i V5 
(urf— /f)*=»4<^— uov/j i 4,* Pigfiandoj/j io de- 
cimali . si deduce (>^^syp '-p}5 t 7}ì} .e 
{ji-^Sff^Ot i6(f(>; 5." Da cwscuno ,di questi 
valori SI estragga la radice quinta > e si avrà 



ì 



. S° ta sQmmfl di questi valori 5-j-'=<^» 7-* tro- s 
vati i valori prossimi' di r » * .'si 'ha fiaalmenlc 

la radict richiesta = '" "o" "^*~~"— —•••••• 

13 =: 8 = 3 



^ io 10 a^- 

Esemp.i9 2.° Sia Aa estrarsi la radice seconda 
del binomio iJPt^i+P'l//» «' avranno i valo- 
ri seguenti j »s7 , ^z:\/ij^^ ^- Jyj^6}\ 

^» -2? » =!]4 ; j> = ~ =: --^ i ; pèrefò *»-^*3a. 

Quindi^/rf+fi)» i: (i5PJo-f-aj»i,Sj/ti;(^— £)« 
=115930— *J2pV*<'^-+^)*/t=74ip5iÌ?i5ÌJ7<5o; 

(^_fi)*/»s», 00240 ; \/<^-P)V)=p,s8,j=9; 



*«7 

7 3 7 

x^ ^ — » y - — , e la radice richiesta si/ — 

-2.2 . ^ . 

+ v/7 • V i^ ^(v/7+v/3) • \/^4 • 

180. Il Metodo ^$posto non è però applic^hj- 
Ic ai binomi immaginar; , onde convien vedere^ 
come si possa ridurre anche a quest'uso . 

Questa riduzione è assai el^g<inte ^ se be- 
ne richieda i principi dell'Analisi per esser ese- 
guita, non gli richiede però per esser coippresa , 
e questo basta, perchè possa qui aver luogo . 

181. La cagione, per cui I' esposto metodo iwii 
è di UK) peri binomi immaginari è, che in questa 
ipotesi non si può trovare il valor prossimo di f-j^r- 

n^ n . 

^ \l{^oi-^Byp -\.yJ{^—Ef p , che pure è neces- 

. "" l ' • ' 

sario : si deve perciò tentare altra via per otte* 

n — _ , 

nerlo . A quest' effetto siaÌEis^(t^-|-5)*p 

+vA«^ — ^) ^p doversi deve CQnsiderarc come 
radice di un'equazione del grado n . 

182. Dalla soluzione dell'equazione de' gradi 
superiori esposta la prima volta dal Ch. Majure- 

^ n 

no si sa, che l'equazione «=:«"—. «e ■"* ^ /? -j-» 

(w-t-T) (n—6ì (»— 7) » 

■■■■■ ■ , — : «"^v//S^85<;. fea p?r radice 

S» >. 3. 4» 



■ r 



ut 



.«=^^Jf!z±i+v/i±V^i2 ora nel 

caso nostro èz = v/CC"^* 4-^*)/' + */''^^) 

n 
4- V/ ( ( w^*+J5') />— 2/) ^5 ), onde . =2/> M* -|-5*) 
^( '—^) = ^p^e, e perciò /?=/>*(^' — £»)'=r*" 
per esser /»(c/f^ — fi) =: r° ; fatte pertanto le sosti- 
tuzioni l'equazione addotta sarà nel caso nostro 

(«— ?) («— 4)(«— 5) 

' I. 2 I. Z. 5. 

2»*'? &c. = 2/»(^'-f-S*) equazione sempre reale, 
dalla quale se si avrà un sol valore di z-, si cono- 
\ ■ 1 

scerà x^-\-y* = """ z , e siccome si ha x^—y* s f 



si dedurrà x= ^LÌl!I>edjf=:^lZ:!I, e perciò 



^r^^,_V^+l'^iZlL^ dove i valori 

di /> , ed y sì hanno dalr equazione/» (.^^— fi*) 
=: y" ». t:^x valore di 2 si suppon cognito 
in qualunque modo per mezzo dell'Analisi. 

185. E' facile a vedersi , che si può anche con 
questo metodo estrarre una radice qualunque da 
un binomio dato anche reale , purché la radice 
debba esser binomia • 

Questa ricerca non può estendersi,come si vc; 
drà , che al caso, in cui i radicali compresi nel' 
la proposta funzione non superino il quart'qrdi 

xie 



ne» e non ostante questa restrizione', ella dipen- 
de dalla soluzione dell* equazioni ; niente però 
impedisce , che suppongasi questa come cognì-* 
ta 5 e si prosegua il raziocinio del Metodo , poi- 
ché, quando debbasi <|uesto adoprare, si saprà i« 
sudctta soluzione, e niente mancherà per metter, 
lo in pratica . 

184. TrobL Dato un polinomio numerico ta* 
le, che tutti i suoi termini , o tutti meno uno 
sieno irrazionali quadratici cstrarvi Ja radice qua* 
drata • 

Soluzione. Ad oggetto di rendere la Teoria del 
metodo, che passiamo ad esporre , meno astratta , 
e difficile, supponghìamo, che abbiasi il polino- , 
mio numerico t^ -|- x^ -\-y^ + ^^ ^ — ' ^^a: -{-ity 
— itz-^-r^ixy-^ixz^-^iyz j nel quale i termini t^ ', 
x^ -i y^ ,2^ che sono tutti razionali , si suppone 
gono ridotti in un sol termine , ed' i termini ri- 
manenti — itXi + 2ty &c. sono tutti irraziona- 
li j'ncommensurabili , altrimenti per mezzo della 
riduzione si ridurrebbero ad un numero minore • 
Siccome la radice di questo polinomio è .*..•. t — x 
-j-y — 2, si vede, che ciascun termine irrazionale 
comprende due termini della radice ; osservato 
questo, si rifletta, che detti termini irrazionali &( 
possono moltiplicare a due per due in maniera, che 
il prodotto essendo diviso per un'altro di essi 
opportunamente , somministri un quoziente ra- 

ztx . 2ty ixy . lyz 
zionale ( Difatto si ha "r 2^% ' 

^ 2Xy ^- 2XZ . 

r2j^* &c. )esi concluderà la seguente 

I. I{egola . Si moltiplichi un >termine irr^r 

zionale per uo^altro ; il prodotto si divida per 

• ^ H 4 uno 



uno det téfmtni panmcnte ìrnzìotìzìì » atto a ren- 
ilere un quoziente razionale ; dalla metà del quo- 
Biente si cstragga la radice quadrata , e sì avrà un 
lerminc della radice richiesta • Si ripeta la stessa 
operazione , finché si ottengano quozienti raziona-* 
li , e le radici delle loro metà offrano dei termi- 
ni diversi , e si avranno i termini tutti delia ra? 
dice, che si cerca . ' \ 

IL Riguardo ai segni da prefiggersi ai termi- 
ni trovati si deve osservare , che i littori dei ter- 
mini irrazionali dotati di segno positivo* debbono 
avere gli stessi segni , e cte J fattori di quei ter- 
mini , che sonp dotati di segno negativo , detn 
tono aver segno diverso . Di qui ne segue» che 
fer procedere con sicurezza , sì debbono prendetr 
prima quelle quantità, che sono dotate dei n[ìede«< 
simi segni , e si debbou porre separatamente coq 
i segni positivi in una colonna , e con i segni 
negativi in un'altra ; dipoi se due^ altre quantità 
di questa sorta sieno tali > che un loro fattore sta 
uno di quelli già separati > ed abbiano segno di* 
verso , conviep scriverne i fattori nelle due coi^ 
loQPe con i aegni diversi • 
Bsempio. Si debba estrarre la radice quadrata dal 

quadrinomio 14—» x/ji -}- \/ 108 — v/*4 • Que- 

ftto io riduco alla forma i4«<«-* a\/i8 -f^ 2 y/2'j 

— »v/<?5 Fatto questo vedo, che av'8>f'\/ ^ 

i = a\/4 = *>c condudo, che v/ * * u" termine 

della «dice ; dipoi trorq JLl6iÌÌi^ =; l8 

a V/^ ed 



ed ottengo . \/9^ j per secondo termine della ra- 
dice^ Rimane JL}^!ZiSiJ^!f =:tf , di dove A 

ha\/j per ultimo termine della radice . 
Per combinare isegnf opporeunamente osservo,. 

cHe siccome yjzih di segno positivo , i suoi fa(« 

tori i e v/y debbon prendersi positivi 5 perciò 

scrivo (Fi§.u4)-f-j » -h\/ 3 nella prima colon- 
na ; ma poiché possono tali fattori produrre fi 
medesimo risultato positivo ancorché abbiano am- 
bedue il segno negativo i pongo .— j , — \/3 nel- 
la seconda colonna • 

Osservo dipoi , che — V 6 dee risultare da due 
fittoci dotati di segno diverso , e concludo» che» 

«e v/ 3 pongasi positivo , \Jx dee porsi negativo^ 
e viceversa ; però nella colonna ^A scrivo -^\/a> 

e nella colonna B ^ \/ 2. 

Con questo inferisco, che la radice è 3 f — y/ .t 

+ v/ 3 > ovvero--j+ v/ a — v/ 3 ; 

Lo stesso varrebbe se vi fossero deVadicaii im^- 
magioarj . 

185. Himatie finalmente da vederi i»com« si poi-* 
sa procedere all^estrazione di una radice di qua- 
lunque ordine <ta U0a funsione polinomia eompo- 
8ta di qualunque specie di radicati * Sia pei* 
tanto 

]8& Trohl* Eatrirre una radice qualunque da 
quali ii^li« funsiope radicale . Soluxiom • Si ri<^ 
guardi la funzione proposti » Mai» derivata dal- 
la 



la soluzione di un'equazione , e perciò sì censir 

deri come la formola generale delle radici di un' 

;^ equazione .. L'opportuna equazione, di cui si trat? 

* ta suppongasi es'sere ^pc^'\-ax^^^ -\-bx^^^ .... &c. 

=:o.- {^)y e questa, sia dcJ grado espresso dall' 

esponente del più alto radicale delia funzione da- 

^ta . Risciolta questa in virtù delle regole delPA- 

èalisi , si ottiene jr espresso per una formola radi- 

.^alc t questa si paragoni colla funzione proposta, 

onde se ne possano determinare i ' coefficienti 

%9 By c &c. Determinati questi, se la radice dà 

• * . n 

estrorsi sia dell'ordine^.""^® pongasi y/ x=:y , ó 

•sia x=y^ 9 e .sostkljcndo y" per x nell'equazione 

(^) si avrà quest'altra.... 3/"^" -f^j/'^^^"^+6y"»""'^ 

^c. =0 ••. (B). Le radici di questa saranno altret- 

, tante radici n.*^^^^ della funzione proposta . 

Questo Metodo non può estendersi , come si 
avrà luogo di vedere , o/tre il quarto grado, e 
perciò si richiede^ che. i radicali compresi nella 
funzione data non superino il quart* ordine , «i. 
liòn ostante questa restrizione vi èi' incomodo di 
dover risciogliere un', equazione .. Questo però 
non si oppone airiftteHigenza del metodo, e nien- 
-te impedisce, che si prosegua ii raziocinio espo- 
sto; e quando si dovrà adoperare ,si saprà la solUB- 
-zione dell'equazioni ; e* nulla mancherà per met« 
-terlo in pratica . ' 

187. L'estrazione delle radici da' numeri ba 
qualche difficoltà particolare , a cui non può so* 
disfare il metodo generale : ma per poterlo aj^- 
:plicare , si richiede qualche cautela , e qualche 
-artifizio , che andiamo a dettagliar brevemente * 
-Sì premettono i seguenti 



x88. Teor. Il numero delle cifre i clic contie- 

«e la potenza w/^""* di un numero composto di 
n cifre , è compreso nei limiti »w— wi -f-i , che 
è il minimo , ed i»», che è il massimo . Dinib' 
strazione. Il minimo numero di una cifra è i,di 
cui il quadrato , il cubo &c. è =:i, cioè »w— w -jht-» 
Il minimo numero di due cifre è io , di cui il 
quadrato è loo ^ che contiene un numero di ci- 
fre 2. 2— i=«w. — m-j-i ; il cubo di io è looQ, 
e il numero delle sue cifre è 2. 3 — 2 ; la quarta 
potenza è loooo. » ed ha un numero di. cifre e^- 

. presso per 2.4^^1 ; in generale la potenza w.'*"** 
di IO contiene «w— -w-j^i cifre .* 

Il minimo numero di tre cifre è 100 . il suo 
quadrato è loooo, che è composto di un nume- 
ro di cifre = g . 2—1 cioè =nin — nt-\-i ; il suo 
cubo è 1 000000, di cui il numero delle cifre 
è =: 3 • 3 — 2 =: w» — w -jr-i ; in generale la po- 
tènza w/""* di un numero di tre minime cifre 
contiene un numero di cifre sijw—- iw-f-i . . 

Si vedrà egualmente, che la potenza w."""* 
di n minime cifre contiene un numero di cifre 
s^nin-^m-^-i , come si era proposto nella prima 
parte . 

Passando alla seconda parte , osservo che i) 
quadrato della massima cifra , che è p^=:8i, noti 
contiene più di due cifre , cioè di nm ; vedo che 
il quadrato di due cifre massime ^9 è =: pSoi, 
cioè che non comprende più di 2 , 2 r= w« cifre, 
che il quadrato di tre massime cifre j?pp non ne 

contiene più di sei perchè ppp* = ppSooi = nm j^ 
•e che in gcacrale il quadrato di n jnassime cifre 

non 
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non ne può contenere più di iti . 

Osservo in appresso » che il cubo di una ci* 
fifa massima , che è 9' =: yap. , è composto di 
tre cifre 9 cioè di 9». i , o mn cifre , che il 
cubo di UQ numero composto di due cifre massi- 
me , ne contiene sei , perchè 99^ s 970 , ijp 
s: 2 « m =: »m , e si vede , che in generale il cu- 
bo di n cifre massime , non ne può comprende- 
re più^ di 3» , cioè più di mn . < 

Proseguendo cosi alle potenze successive, si 
concluderà per un' induzione assai chiara , che 

generalmente la potenza w ""* dì un numero 
composto di n cifre , non può contener meno di 
Pifpl^fu^j cifre, né più dì mn j e che perciò 
ffin-^m-^-i 9 tdmn sono! limiti , fra cui si con- 
tiene il numero delle cifre di una potenza w.""^^» 
di un numero qualunque di »' cifre. Dicoadessp 

1S9. Teor. Che la radice w.""™* di un numero 
composto di mn cifre non può contenere né più, 
né meno di n cifre . Dimostrazione ad assordo . Il 
numero delle cifre di tal radice sia, se è possibl" 
1e,=:»— 1 ; il massimo limite de! numero di ci- 
^e,che si possono contenere nella potenza (if—^i)*^ 
è «wf-^m<»w; dunque »— i cifre non possono 

formar Ja radice w/'"* di un numero composto 
di. IR» cifre. Sia dunque la divisata radice com* 
pa9ta di 9-}?^ cifre. Il minimo limite delle ci^ 
.fresche $i possono contenere nella potcnza(»;^x)"^f 
è(n'^i)m — m-\^i =: «w-|-*i>»w ; dunque »-f-l 
cifre non possono formare la suddetta radice. Ora» 
«iccome »-^i xifi« 50110 meno , ed u-j-i cifi?e 

so- 



sùXìQ più del dovere » ne segue che n cifre debbano 

essere il solo numero dicjfre conveniente alla ran 

dice w.""** d! un numero di m» cifre , 

ijiO. Teor. Dato un numero , da cui si deblu 

cstrarre la radice w/'"™* y se dividasi in tantf 
membri di»/? cifre, andando dalla destra versola 
sinistra , quanti membri si hanno , tante debbono 
esser le cifre della radice . Dimostrazione . Va 
numero mn di cifre somministra » membri com- 
posti di w cifre; ma per il Teor* prec. la radr- 

ce !»•"'"* di un numero di w» cifre dee contenere 
n sole cifre : dunque tante debbono esser le cifre 

delta radice i» .""** quantf sono i membri di ite 
^ cifre nella potenza. 

ipi. Né a questo si oppone , che l'ultimo 
membro a sinistra contenga meno di tn cifre, 
perchè in tal caso si hanno mn—i membri com- 
pleti di m. cifre ,i quali danno per ciò, cheab- 
biaiìio dimostrato n — i cifre in radice ; ma nell» 

potenza w»""'* di «— i cifre il massimo numero 
di cifre è niff—- m ; per ipotesi il numero delle ci- 
fre^ date è >?ffff— -*» , perchè contiene mn membri, 
dei quali w»— «i sono completi , e comprendono 
per conseguenza wm^-^m cifre , ed inoltre vi hi 
il membro incompleto ; dunque le cifre della rai- 
dice debbon risultare generalmente &c. Posto quel- 
ito sia 

ift. TrobU Estrarre da qualsivoglia numero # 
una qualunque radice • Soluzi0ne • Si divida il 
fiutiiero proposto in tanti membri come sopra t 
$i eitragga la radice dal priaio membro > la qua- 
le 



le dee conwnere una sola cifra, ed è perciò fe- 
Cile a ritrovarsi , se non esatta , il che non suo- 
le avvenire, almeno prossima più che sia possi- 
bile . Il primo termine della radice co^i ottenuto 
si sollevi ad una potenza espressa dall esponente 
della radice proposta, e si sottragga il risultato 
dal primo membro . Appresso al residuo si aD- 
bassi il secondo membro, e questo numerodimi- 
imito dell'ultima m—i cifre si divida per ilpn^ 
jno termine della radice inalzato ad una potenza 
inferiore di un' uniti» al grado della radice pro- 
posta, e moltiplicato perii di !«« «P^^.V 
5e la divisione riesca impossibile , perche u ai- 
visore sia maggiore del dividendo,»! P^nga^^ro 
in radice; altrimenti sarà il q"^? f«*^ "° "f ?"^" 
do termine della radice , parche sollevando i du| 
termini trovati alla potenza «Pf «sa dal l ordine 
stesso della radice proposta , il risultato si possa 
sottrarre dai primi due membri pi-esi '"«'«"«.i; P')' 
che; se ciò non possa aver luogo, bisogna d.minut- 
re il secondo termine della radice , finché si pos- 
'sa eseguire la sottrazione divisata . 

Qualora i termini della radice debbano essere 
più di due , si operi su i due ternaini trovati, co- 
«e si è opera^^o sul primo , cioè si for'"^^."" 
la medesima potenza , e il risultato si molt.pU 
chi per l'esponente della radice , « " P'°f S«a 
4'operazione, come sopra , finché mediante le op 
fortune sottrazioni successive , si g"i°f» *^ "" 
Tesiduo zero, il che avviene , quando «1 n"«»"°. 
proposto é una potehza compita dell ordine , cu 
cui si tratta, ovvero finché siasi ottenuta mediante 
i decimali una radice assai vicina ali «"«ezza. 

Il dettaglio-, che possiamo a fare su gì esW. 



pi spargerà molta luce sul metodo esposto , il 
quale nondimeno è sostanzialmente lo stesso , clw? 
quello , che appartiene alle funzioni letterati* . * 
ipj. Scoi. Una potenza qualunque di un mi- 
merò contiene le partì stessè , che si cotiìk'n^èth, 
nella potenza letterale corrispondènte . Per cdu- 
vincersene basta scomporre il numero proposta 
'ad inalzarsi ad una data potenza nelle sue parM , 
cioè nelle unità, diecine, ccntfnaja Scc, , "e po^ 
scia trattario col ihetodó delle potenze- letterali^i 
Vi è però questo, svantaggio nel te potenze hu> 
ineriche, chetali parti' sonò- fn-éssè- miste , e con. 
Fuse insieme, il che riesce- d^'impfedf memo' atl* 
estrazione, l^er correggere quest'ihcotìve-ni|nte*8t 
ricorre ad un ripiego ,. e questo è appùntcf 'la 'd?^ 
visione del numero proposto in tanti membri ^^cia}- 
scunode'quali, andando da destra "verso la sinistrai 
sia composto di un numero di cifre espresso dall' 
esponente della radice . Come ciò basti per evi*- 
tare l'ostacolo prodotto dalla confusione deflc ci- 
fre lo mostreranno gl'esempi . ' ' ' 
' Esempio i. Si debba estfarre li radice quadrata 
dal numero < ^7 jj .Operazione . Divido' il nu- 
mero 5 » 47 , 57' in membri di due cifre , e tro; 
vo, che tre debbon esser le cifre della radice'; 
Esfraggo la radìtre quadra' prossimamente dal pri^ 
mo membro y , ed ottengo 2 per primo termine 
della radice . Inalzo 2 al quadrato, e la sottraggo 
da j . Appresso al resi/luo i abbasso il secondò 
membro 47 ; osservo quindi , che dette a, b^ c^ 
le tre cifre della rad Tee , la prima equivale ad 
aoo , perchè esprime centmaja ,* che la seconda 
equivale à bo , perchè esprime diecine , e che la 
terza è puramente'c ,' perchè esprime unità sem- 

pli- 
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plici • Di qvA ne tegue , che la potcnsa 547^ 7*> 
tquivale a (4<ìo-4-^o -f-0*? di^nque nella parte 
14757 vi si dcbbpno contenere i prodotti 2^00X^0 

^^^^oXc-\-%aooXC'^^^{'^ i* • Siccome dunque 
^aooXbo esprime migliaia , questo doppio pro- 
dotto si ciec contenere- nelle prime due cifre 14 » 
perchè la terza esprime centinaia ; noto pertanto 
con un punto la seconda cifra del secondo mem- 
bro , e divido 14 per a4 » ossia per 4; trovo j 
per quoziente « 

Trovato questo , osservo , che siccome questa 
seconda cifra esprime diecine , il suo quadrato 
deve .esprimere centinaia» e migliaia al pia » ma 
flon^diecine, ne unità, onde per esser cifra da 
porsi in radice dee esser tale, che jl doppio pro« 
dotto delia prima cifra 2 per questa seconda , e 
il quadrato di questa insieme si possano sottrar- 
re da 14790, poiché, se questa sottrazione non 
si potesse effettuare , sarebbe segno sicuro,. che 
la seconda cifra trovata, è maggiore del dovere» 
e che perciò conviene diminuirla, finché tal sot- 
trazione Sì possa eseguire « Faccio pertanto k \ 
sottrazione di % : aaoXj^+J<^ • 3^ d* 147^^» ^ 
che è lo stesso , faccio la sottrazione di 43 • $ 
da 147 ; appresso al residuo lS abbasso il ter- 
ao nwmbfo 57 , ed ho 1*57 . 

Osservo, che in quest'avanzo vi si dee con- 
tenere il doppio prodotto di ^03 in e , il doppio 
prodotto di b^.in e j e il quadrato dice ve- 
do Jnolcre ^ che la %omxtu dei due doppi prodot- 
ti possorKJ contenere migliaia , centinaia , e die- 
cine > ma non unità ; inferisco pertanto » che 
delie ffime àiur i%% Vi si dee comprendere il 

prò- 
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prodotto ( 24Òo-|- zbo)c; divido perciò 185 per 
2aoo --|- ibo , o sia per il doppio delle due cifre 
trovate , che è 46 , onde aver e ( che è la ter- 
za cifra della radice; il quoziente 64. Per as- 
sicurami»' se possa mettersi in radice , sottraggo 
( 2 . 200 -f- 2 • 30) 4 4- 4' , o , che è lo stesso, 
454>C4= 1^5^ da 1857 , e siccoaie la sottra- 
zione riesce, pongo 4 in radice . 

Ecco pertanto , che si è trovato 234 per ra- 
dice parziale in numeri interi del numero pro- 
posto . Adesso poiché Idat residuo 1 non si può 
seguitar l'estrazione , ricorro ai decimali • Ag- 
giungo ad I due zeri ; il nuovo membro dee 
somministrare una cifra di più in radice : ma 
perché si è aggiunto un membro , che rende il 
numero proposto cento volte maggiore , e que- 
sto aumento ricade tutto sulla nuova cifra , e 
sul residuo , a motivo , che le radici crescono 
in ragione sudJupIicata delle potenze , conviene 
porre la cifra risultante nel posto dei decimi ; o 
piii chiaramente . Aggiunti due zeri al resìduo , 
si supponga diviso il rìsuitato per i«o j con 
che si restituisce al residuo il suo valor primi- 
tivo . E' evidente , che avendo estratta la ra- 
dice al solito dal residuo accresciuto di due ze- 
ri 5 la cifra , che si ottiene dee dividersi per 
la radice del denominator 100 , che è 10 , o , 
che è lo stessa , deesi porre nel luogo dei de»- 
cimi . 

Ciò ben concepito , si vede , che in virtù del 
raziocinio esposto di sopra, per ottener la nuo- 
va cifra della radice , convien divider io*> per 
il doppio delle cifre trovate , cioè per 4^8 5 e che. 
siccome la divisione non è possibile' 9 zero dev' 

I cs- 



essere il nuovo termine decimale da mettersi i» 
radice • 

AggiuiTgo due altri zeri , e divido loooo per 
il doppio della radice , che è 4^80 , e ottengo 
2 per quoziente, che dovrei porre in luogo dei 
centesimi » mi che non Io pongo , perchè il pro- 
dotto 46802X2 non può sottrarsi da 10000 , e 
siccóme non si può sottrarre neppure 4(5801X1» 
pongo zero in luogo dei centesimi . 

Aggiungo nuovamente due seri , e divido 
loooooo per 46800 ; il quoziente % lo pongo 

in radice , perchè riesce la sottrazione di 

468002X2 da loooooo. Con questo la radice 
quadrata di 54757 è 334 , 002 &c. . Volendo 
spinger più oltre ^approssimazione si aggiunge- 
rebbero successivamente altre coppie di zeri , e 
si proseguirebbe l'operazione , come sopra . 

Esempio a. Dcbbasi estrarre la radice cubica 
da 79 > 507 • Vedo sulle prime » che le cifre 
della radice debbon esser due , e che perciò il 
cubo della prima cifra, dovendo contener sole 
migliala, non può esser compreso , che nelle due 
prime cifre.. Cerco per/anto Ja radice cubica di 
7P , e la trovo essere A.4 prossimamente ; . Sot- 
traggo da 79 il cuba di 4 , ed ho per residuo 
15 , a cui abbasso a tato le tre ultime cifre 507. 
Osservo adesso , che il triplo quadrato di 40 mol- 
tiplicato per la seconda cifra può coaicner mi- 
gliaia , e centinaia , ma non diecine; concludo 
perciò , che questo triplo quadrato moltiplicato 
per la seconda cifra si contiene in 1550:» » e 
punto per conseguenza le due ultime cifre del 
residuo 155^7 • Divido 15500 per J.4»*, o 
che ò lo stesso» divido 15.5 per | • 4^ ; il quo-/ 

to 



> - f (> è j ; inalzò al cubo 4; , e lo sottraggo dx 

79507 , e siccome la sottrazione si fa senza re- 
sto, concludo, che 43 *ò ia radice cubica esatta 
79T07 . Se si fosse avuto un residuo, si sareb- 
bero aggiunti tre zeri , e si avrebbe operato al 
solito . 

Questi esempi possono bastare per far cono- 
scere il raziocinio , che si deve usare in qualun- 
que altro caso, e nelP estrazione delle radici 
dc'gradi superiori • 

IP4. ScoL Non si dee qui tralasciar di avver- 
tire , che qualora sì tratti di estrarre una radice 
da un numero sordo, e che sia composto di po- 
che cifre , può farsi uso vantaggiosamente delle 
formole di Hailey ( Transact.Thilos. 169^*) 

Vediamo il metodo , da cui son dedotte , e ne 
faremo l'applicazione a suo tempo. 

195' Sia da estrarsi la radice »."*"* dal bì- 



nomio a^'dtb ; Si ponga d+rf =: \/ 4° t±: *; sa- 
rà {a-\'df=ui'''±:b, cioè a"db^ = a* -f- «^ '^''' i 
»(«— I) »(»— i)(w— 1) 

Si trascurino le potenze della quantità rf, che 
si suppone piccolissima , e si tenga conto sola- 
mente 4eila seconda > si tolga a^ da ambe le par- 
ti, e il restante si divida per n; Si otterrà •...• 

b »— I- 

rfr^=:4«-'rf + — •^"-^d^ ; Si moltiplichi 

adesso per 2, e si divida per («-—i) «""""S onde 

rf abbia rf' + £;^rf=:d—^. Questa * 

I 2 na* 
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un'equazione di secondo grado , che essendo rf- 
sciolta per cjo, che diremo {n. 1153.) ^^ peri un* 
espressione che aggiunta ad a , somministra la 
formola generale di Halley, dalla quale si avran- 
no le radici , che si richiedono , con spstituire 
nei casi particolari in luogo di a^ b, ed 9» i re- 
spettivi loro valori . 

Fin qui dell'estrazione delie radici dalle quan- 
tità tanto razionali, quanto irrazionali, ed im- 
maginarie • Ma se r estrazione dovesse farsi da un 
radicale? 

Si riducali radicale a potenza fratta, e si trat- 
ti, come le funzioni razionali ; se sia, per esempio, 

n — 

y/^dove ^sia una funzione qualunque , volen. 

I 

dovi estrarre la radice w."™* si avrà ^ 'che 

n • 7W 

esprimerà la radice richiesta, e restituendo la fun- 

mn 
«ione alla forma radicale si avri-à \/^ radice, che 
si otterrà con i metodi soliti • 

Ecco dunque , che per estrarre una radice qua- 
lunque da una funzione radicale basta estrarre 
dalla funzione compresa sotto il segno una radi- 
ce espressa dal prodotte dell' esponente del ra- 
dicale dato per V esponente della radice pro- 
posta • 

Con questo riman'esposto , quanto può dirsi 
intorno all'estrazione delle radici. 

ip^. Siccome però non di rado avviene , che 
le radici non possano estrarsi , e quando anche 
possono estrarsi , succede spesso , che la radice 
medesima contenga delle parti radicali > essendo 

d'ai- 



..I 






d'altronde le funzioni radicali' molto incomode nel 

];■ ' calcolo non soio dell'Algebra, ma eziandio del Ca/- 

i ^ colo Integrale, non dee riuscire. inopportuno, che 

^; prima di la&ciar.questo ramo di Teoria, ci occupiamo 

Y alcun poco dei metodi, e degli arrifizj atti a ridurre 

■ i le funzioni radicali a forma razionale , 

l Tratteremo primieramente degli artifizi opportu- 

r I • ni per rfdurfc alla razionalità i radicali quaekatici, 
' j- ^ che contengono sotto il segno delle funz'ioni binomie, 
o trinomie , e che pòste eguali a zero^ costituisco- 
no un'equazione non superiore al secondo grado , , t 
In secondo luogo in;segDeremo a ridurre i radicali di 
qualunque ordine, che comprendono sotto il segno, 
I* delle funzioni binomie , lineari per rapporto all'in- 

cognita in esse contenuta , e dotate di ^una potenza 
^' • qualunque • 

- . In ultimo passeremo alla riduzione di molte formo- 

h le generalissime , ed affette da una irrazk»nalità la più 

complicata, ed astrusa. 

Inteso bene tutto ciò che andiamo ad esporre, non 
\. sarà difficile a suo tempo di ridurre mediante l'Anali- 

si , anche quei radicali » che conducono ad equa<» 
zioni superiori. al secondo grado 5 purché però 
Je radici di tali equazioni si presentino sotto una 
forma razionale, e non isfuggano i ÌAeXoài ^n qui 
foposciuti . 

' \ SEZIONE III, , 

[ Della riduzione de'*radicali a forma razionale • 

, ipj. Sì debba ridurre a forma razionale fi r|« 

di- 



JJ4 i — a'dtz* ^ 

«ticalc fvA«»4-jr*.Sipdnga\/«*-j-**= — -— , ", 

e li avrà x*s -— ; — ^-^ , e « «""rrT" . ralo- 

fé , che essendo sostituito nella forinola proposta U 

ridurrà razionale ^ _^ 

/|p8. Abbiasi da ridurre la funzione ^AAdbx% 

Siponga ^t:-— ^— , e si avri ciò , che n' 

cerca ♦ _: ^ 

l^p. avendosi la forinola \/(a-\'bff)(c-{-dx) 
basta farla s: «(4-f-^jr)f Quadrando $i ottiene 

r-frf^ tf z*(«+^*) > e di qui *? - ^^^iT^-Si 
ponga per y questo valpre nella formola z (a-^bx) 

-^^r;^-^^. quan- 
tità razionale f. Io qualunque caso particolare 

— az^ 
il avri dall' equazione > r:: 7^7^^ il valpr^ 

/ he — ai\ 

opportuno di « , e con <iò il valore di ^\ TTIIJf j t 

p sia delia formpla data f Se fòsse 5 per (sempioi^^t 

ma Il I I I II ".^^ 

rr:^5 e d::zf^i^ sarebbe. |/( a-^bx) ( c-Y^)c) 

^v/C^-^')=^j>ed^.=:-^7 ; dunque 
per ridurre alla razionalità la annoia- ^ (rt^—;r*) 



basta porre <c;s: 



4,-^Ì5^ 



^+1 ; 



loo. Abbiasi rcspressióne y/C <=t^-^ )"* > ^^. ^^" 
4i4rsì come sopra * Si faccia guest' espressione 



, qaiftdiasr-^p valofc. Che «tìtUlttitofifr.jrj;*/!» 

■ ' fcrmola proposta la dee rendere rarfocale . 

" m 

-7 201; Sevi avesse (&«)-««) " » risofferebbe...;.. 

^ ^ aw. Sia pirop03t^l>spi«Mkmrv/r7^^ 7 

Si faccia t come sopra r«" > e si avri '^/V' ^;2^» 

i ^:"-^ 

i e di qui :r=7 T »- valoTc richiesto . 

) br^z 

^ loj. Sfa fa forniola u(^^+^^+^^); questi 

f K poiDga «i^^2; ; fnadrairda ne proviene b -jr^^^ 

::atfi8r4-jrft*, e perciò Arr-^;;;^ , "ed n^-^^sià: 

fa \/(flV + i^r-f.rj ri fareb!ye !'eqtìa2io« con 
4A?-f« > « «i avrebbe Ajc^-c sna^z^ z^ ^ H 

''^il^^T^' §»indÌ4y+te\/(4V+it4.0« 



£ — laz 

104. la egual modo si nende maioflate ìà fotr 
mfA2L\/ {X^ ^ax^ -^b^x^y* Difettose dividasi pe# 
af?^,c s\ ^^iàg^\/{»^'^ax ^ii^yph^xz i.ii 
otéicnc ** -|- 4;r 5; a * ;ir « + ^* 2* , o sia x + i 

I4 sato 



:z2Bz-^xz^ 9 vale a dire x = "^'^f T".- | 

: 105. Sia fitwimente h^formoh \/ (mttxdtsn^c^) ; \ 

questa si fàccia t= ^^ > onde si abbia maxr±inxi^ 

ma fn^ 4* .^ 

mezzo di questi valori si ha \/ (max:±:nx^) 

E' manifesto, che nelle forinole fin qui trattate 
vi &i contengono, infiniti casi particolari. 

Passiamo, adesso a delle formolè pili generali il 
I, Si debba liberare dall' Asimetrla la funzione 

rL -i j: jt * ^ 

i^Ux '^+^4r^-fa-* &c.) • Sia 9 il minimo 

tìumero intero, divisibile per i deiìominatori » , 
^, s &c., e si ponga x:zy^ , la trasformata.... 

(Jf^ "+B2^+Cjc.' &cO sarà qual si ti- 

•chiéde* ' ■ / g ^ 

- -. lU Sia da ridursi I9 formola ( Ax -\'Bx +f 

--tY" JV • essendo p come' sopra , *i pon- 

faccia la sostituzione , e si avrà la ridotta ..« • 

Nelta stessa maoiera si opererebbe sulla fbrno'« 






generale M+-BJf ''+C (4+Bx)7-&c. f . 

III. Sia proposta la funzione (^-\-B Jf™) j J 
Si fàccia ui-{-Bx"^ = Zy e si avrà immediatamcn- 

•ì ' 
tei^-\-Bx^)' =2*. 

IV. Essendo proposta la fbrmola ( (.^-j-^*")'^ 
^C+Dx") y si feccia prima di tutto*" sa, 

acciò divenga (('^-\'Bz) «"* X C^+^z)) 1^ ^' 

Quindi si ponga ((^4-52) ""'XCC+Dz))^ 

s (^-f-ia) » , e formando la potenza m , e divi- 
dendo si avrà C'\-Dz = (.^-|~^z ) «"* , di dove si 

fAD^BCy^pp 
e finalmente la forraola propostasi |^^m J» 

V. Abbiasi la funzione (Zf ir» X C+Z)*";';^: 
Si ponga x'srz, e dipoi si feccia .#. •.*•• 



("irpTr-"" ^ ^+^^> -s =« (■^+5^) . 



-m 



Formata la potenza m , ne proverrà ' ^ al 

»« ( c^Dz) , vale a dire ^+jB« :s »"* ( C+Z)^) » 

t4, 



,j8 CuF""^^ 

e di qui « - g _'/)«m • Quindi *^-}- *« a uf 

mente ( {^-\^ "^ ^ X{C+Dz))'Z ...... 

- « ^ B^Du"" ) • JL 

VI. Sia data la forinola (yix^ -f. »;r*"») * ; ' 

Sfaccia x^ = «» e poi (.Y2+5e')| = »2, e si 
avrà con questo tA'\-Bz:^u^ Zy e perciò , 

» 1 — ; . Dunque {^z +Sz^) t^u^z^ 

- ( ITZbJ ^ ^^ P ^^^^^ negativo , si farebbe 

(jtz-\'Bz')''l=»z''^ ma si richiederebbe, che p fosse 
impari . ^ 

VII. Abbiasi la formola (^-{-Bx'^^Cx^'^) * . 

Sì ponga, come sopra x^ ^ z ^ e posto p im- 
pari =2» -j*'»^^ ^"^^^ '* trasformata (>i -}-^«-f-Cz^}^ 
(w^+5«4-C«*) 5 . Tutto dunque dipende dal ri- 
durre la funzione (^'\-BZ'^Cz^) |-Per ottener que- 
sto , conìfiene riscioglìere ^-\'tZ'\-Cf^ nei suoi 
fattori , e quindi operare , come al num. IV. 
Simile sarebbe Toperazione , se P fosse negativo. 

Vili. Dovendosi ridurre la formola (^-j-ì;;;^^)^ 

> ■ ■ ■■' — à I 

(CJ^-Ox)—, SI porrà {^-\-Bx)^ z: z , onde sia 

^^Bxsz^ f e perciò X z; — y~ • Con questo 

: , si 



ì 



" si ivrì C4-DX s C-\-D - — ^— , e la formòla dìu 

ta diverrà z^ . (0'\-D -j^ , dove oQtt 

, v'è , che 'un fattore ìrrazionjale , Per ridilrlo an*' \ 

^D D 

; eh- esso , ponghi C — "^^ P >-^ "^ - ^5 e la 

q 
formola da ridursi sarà (P-f ^^) * • P^ng^isi •.; 
i (P-f-^2^) 2 = ^2 5j -j- « , e fatto il quadtafo 
t ne proverrà ...^ P-f^^^*+2^| «s -[- »* . Di 

l quKsiha» T^; «* =( — T" y » e ««T 

I :s r ^— ) .Cosi finalmente si Jia(!P-jr^*)^ 

cui si tratta è ridotta alla forma l 7^i~ I 

: IX. Sia per ultimo da ridursi la funzione ..J 

f V '^ + ^\/ C-f 5\/£'4-FA^P" . Prima d' ogn' altra 

I P 

cosa la funzione data si faccia ::: i : foroiando la 

pò- 



%0 



1 ' 



latenza s , si awi ^-\-B\/c~^D^e + fJ - z* 



r 

ri 



^H-^2* 



e perciò s/C-^ì/e -f F a:P s . . Si fot. 



S 



Wt G + ^^P. 

™« la potenza r , ed operanrlo tome iopra , sf ot- 

I '^i- e R A * Facendo final 



. • E'^F-xP 
Jtìente la potenza ^ sì avrà >.,. ^ ' - » i 

( I^ :) li cqaazfoW* d^ cui si (Je- 

ducis il valor d^^» tome segue >..uì,.ì,.w*...m*'*-» 



Questo valor d* ir si sostituisca bella formola da- 
ta 9 e si a^H U ridotta , che si cercn . 

Dopo tutto questo non sarà ^iifficile Jl ridurre 
alla iaziobalità le formole , che si . possono ^incon- 
tra- 
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frafe nella pratica ; seppure però non s'incontri- 
no delle forinole di una irrazionalità eccessiva- 
mente complicata,^ per la di cui riduzione si va- 
da a cadere in operazioni ineseguibili 4 

CAPII O L O VI* 

Delle fagiani ^ proporttoniy e progtessknì 4 

20(J. La ragione è il riporto , che passa fra 
due quantità omogenee • Questo si ottiene col di 
loro paragone, e il paragone si può itti tu ire in 
due maniere , cioè per trovar la differenza delle 
funzioni proposte , o per trovare il quoziente 
di una per l'altra . 

Il risultato della prima operazione è ciò, che 
dicesi ragione , o rapporto arimmeti^o } ^fl risui* 
tato della seconda chiamasi ragione , \) rapporto 
geometrico. • 

20^. Là formola generale di. qualùnque ragid- 
lie'arimetica è a : a'±:d ^ ed a : am è la forma- 
la di qualunque ragione geometrica . Il primo 
termine a dicesi antecedente della ragione , e il 
secondo termine ^drrf , am dicesi "conscguente. 

208. Ogni ragione , può esser diretta , o inver- 
sa , e semplice , o composta • La ragione diret- 
ta è quella, che sussiste fra due quantità varia- 
bili tali , che se crescano , o diminuiscano , con- 
Sjérvano senipre^^il medesimo rapporto ♦ La ra- 
gione ' inversa , o reciproca è quella, che sussi* 
ste fra due quantica variabili , delle quali Una 
crescendo, T altra diminuisca, e viceversa, nel 
medesimo rapporto . La formola di queste ragio* 

M è XI -\ ^ 

y ] ^^ • ao^# 



lop* La fagline $et$:p{ice è quella, di col ab- 
biamo ^arkto dn^ora. La ragiooe composta è Giaci- 
la , <hè rimira ^{ f aragofie del prodotto degli 
antecedemi di più ragioni col prodotto d«i lo- 
ro conscguenti nelle ragioni geometriche, e dal 
paragone della somma défjli antecedciiti colfa som- 
ma de* conseguenti heile ragioni arimmetiche . 
Cosi date due tagioni geometriche 4^ am 9 b: bn^ 
h di loro ragione composta è ^ib 1 4Amn ; difatto 

4L 

k isttddette ragioni si espriniooo aiicow pe r-" ' ' 

r^ , ^ «ricevere ; t>rà «i vede che abutbmn^^^tmt 

il rapporto del loro prodotto • Date poi due ragio- 
bì arimmetiche a : 4dbc/ ; b i Idtze > la ragione 
composta .è a-^b : 4-f-fct:rfrfr^ . ' 

2io« In generale nelle ragioni geometriche di- 
cesi ragione duplicata quella » che risulta dalprot 
dotto di due ragioni geometriche uguali ; t;ripli* 
cata quella, che risulta dal prodotto di tre ra» 
gioni geometriche uguali 5 e così in seguito «Si 

})uò veder facilmente, che la ragione duplicata è 
a stessa , che quella de* quadrati dei due tercnini 
di una delle ragioni componenti ; che la ragione 
triplicata è la stessa , che quella de* cubi . Scc. 

Difatto le ragioni ai am ^.bi bm somministra- 
no la ragione (duplicata ^i& labni^ > e la ragione dei 
quadrati de' termini di ciascuna di tsst è *i's tf*iw> 
h^ib'm^ , cioè i tm^ ^ come sopra . 

Lo st^sm vale per le ragioni triplicate 5 come, 
pure per le fusseguenti . 

211. Le ragioni geometriche variabili si raj3^ 

presentano dagli Analisti per mezzodì equazioni • 

*. ' Co» 



! 



'A 
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Cosi *=>^ voi dìr9 che t cresce, o diminuisce» 

. A. . 

come cresce, o diminuisce ^ . Cosi ^ r .jsignifi» 

ca, che f cresce, o diminuisce in ragione diretta 
composta di / , e dì ^ , ed in ragione inversa com- 
posta di ^ , ed /V. Parimente t ={YJ1 significa, 

che t cresce .^p diminuisce in ragione composta 
diretta delia ragione semplrce di f , e dcjla ra- 
gione sudduplicata di i^ , ed in ragione inversa 
composta della ragione semplice di g , e della ra- 
gione suttriplicata di /. 

aia. Due ragioni omogenee, ed uguali , di- 
sposte per ordine , formano una proporzione , è 
questa dicesi arimmetica, o geometrica, secondo 
che le ragioni, da cui vien costituita, sonoarim- 
metichc , o geometriche , 

aij. La prima sorta di proporzioni vien ge- 
neralmente rappresentata colla formola a:at±2d:i 
h: bdtid, e U seconda è rappresentata dalla for-. 
mola aiam :: b ibm . 

214. Di qui si vede, che il principio costitu- 
tivo di una proporzione arimmetica è l'eguaglian- 
za delle differenze fra ciascun' antecedente , e il 
suo conseguente ; e che 11 principio costitutivo di 
una proporzione geometrica è l'eguaglianza dei 
quozienti di ciascun conscguente diviso per il suo 
antecedente , e viceversa. 

iij. Ogni proporzione arfmmetica , o gea* 
metrica può esser continua^ ed è tale , quando 
il conseguente della prima ragione serve di an** 
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teccdente aUa seconda . Tal sarebbe Ia:proporzio- 

se a : 4 : 8 , ed in generale a : ad^ : adbac/. a ; 



Mi ! am^ ^ 



Se una proporzione non sia continua , si appel* 
la con nome generico discreta . 

ii€. Quattro quantità possono essere ancora 
in proporzione armonica . Questo avviene quan- 
do si hanno quattro quantità tali , che la diffe- 
renza , che passa fra la prima , e la seconda scia 
alla differenza, che passa fra la terza, e la quar- 
ta , come la prima sta alla quarta . Tal' è la pro- 
porzione , che sussiste frai numeri 5, 8 , la , iS. 

Una tal proporzione ipwò Axwtmv contrarmonica^ 
ed è allora quando la differenza fra la prima 
quantità , e la seconda sta alla differenza fra la 
terza e la quarta , come la quarta alla prima • 

aiy. La proporzione armonica può aversi an- 
cora fra tre quantità , e questo succede , quando 
la differenza fra la prima quantità, e la seconda, 
sta alla differenza fra la seconda, e la terza , co- 
me (a prima alla terza. Qualora le suddette dif- 
JFerenze stieno fra di loro come la terza alla pri- 
ma, la proporzione dicesi contr armonie a . I nu- 
meri 2 , 3 , (5 sono in proporzione armonica . 

ai 8. Progressione arimmetica , ò geometrica è 
un seguito di termini in continua proporzione 
arimmetica, o geometrica» Ecco le formole di 

ambedue a : adbd : adtiid : arti^d ad:ind 

a: am i am' z arn^ : am^ . 

219. Progressione armonica finalmente, dicesi 
un seguito di termini , i quali presi ordinata- 
mj?nte a tre per tre, o a quattro per quattro sie- 
00 successivamente in proporzione armonica . Di 
qui si comprende qual sia la progressione contrar- 
monica . SE- 
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^ # S E Z 1 O N E I. 

Delle proporzioni , e delle progressioni 
^rimmetìche , 

% 220. T^or. In ogni proporzione arimmetlca la 
somma -dei termini mcdj è uguale alla somma de' 
\ termini estremi . Dimostrazione . Facciansi le di- 
ti visate somme nella proporzione generale <«:<i=t:(/:s 
[ hb:±:d ; e si avrà realmente- a'±:id-^b 

221. Di qui ne segue, che dati jessendo tre 
termioi di una proporzione arimmetica, si può 

ì • sempre trovar P altro, se sia discreta , e che da- 

tine due, si può trovare il terzo, se sia «ntinua. 

222. Teor. In qualunque progressione arimmc-.' 
ttca , sta geometricamente il primo termine al 
terzo, come il doppio del primo sta afxloppro del. 
secondo ; sta fi primo termine al quarto , come il 
triplo del primo al triplo del quarto, ed ingene- 
rale sta il primo termine all' «.""^^ , come il pri- 
mo preso «—I volte all'». *"^^ preso »— i volte. 
Dimostrazione . In .effetto si ha nella formola ge« 
Aerale <<:i?rt:«d :: {n — i)4:(/i.— -i) {adatd) . 

223. Teor. In qualunque progressione arim- 
metica , si ha I.® Che la somma degli estremi egua- 
glia la somma di due termini intermedi qualunque, 
che sieno equidistanti dagli estremi ; 2.*' ,Che qua- 
lora il numero de'termini sia impari, eguaglia il 
doppio del termine di inezzo • Dimostrazione . La 

^ formola generale delle progressioni aridimctiche già 

si vide essere a : adbrfi artoid : a^iz^d .... adhnd^ 

Il termine adcnd pongasi =a: j il penultimo ter- 

K mine 
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mine sari = xzfid , l' antepenultimo r ^trpirf ,e fiJ 
naimente fi primo =:xzpnd. 

Si scriva I ultimo termine a: sotto il primo dèlia 
fbrmola generale, il penultimo espresso per ;tt¥^ 
sotto il secondo» P antepenultimo sotto il terzo, 
e cosi in seguito » onde si abbia 

a : adbd : a:±zid : adti^di a!±:^ adbnd 

X : x^!jpd : ^x^z^^dx xzf^^d : xi:p^ •..•••^.•..•.•%.*xzfyid 

Fatto questo si vede , che la somma di ciascuna 
coppia verticale di termini è costantenìiente =:4-("^* 
il che prova la verità del la pi ima parte • 

Per dimostrare la verità della^ seconda basta da- 
re un determinato valore pari ad n , e si vedrà 
sempre , che la somma degli estremi , o di due in* 
termedj «quidiscanti dagli estremi, eguaglia il dop* 
pio del termine medio • Sia per esempio nzu^. : Sarà 
a: a±:d : adt^td ; ada^d : a:±:^i 
acfi^d: 4sp3i< t a::f:;.id : aq^d s a 
dove fa . somoi^ dì ciascuna* coppia verticale ri- 
sai tacostan^emeti ter: tazp^d't che è il doppio del 
termine medio aq;zid. 

234. Teor. Un termine».'™® qualunquedi una 
pcogrrssion^ arimmetrta si può rappresentare ge- 
neral qncnt'e per a d:: (» — 1) d ; Dimostrazhne . Es- 
sendo come sopirà il primo termine , ^ , e la ra- 
gione (/» siccome ciascun termine supera quello» 
che lo precede della quantità d , e tal quantità co- 
mincia 44 entrare nel secondo termine» ne segue 

che nel termine ; »."™® debban' esservi (n — i)<f» 

« che per conseguenza, il termine ».'^"™® debba es- 
sere >{ =: <idb(»^— i)rf avendo luogo il /segno supe- 
riore, quando ta progressione é crescente » ed il 
^no infòriare quamloè decrctfKcacct 

aaj« 
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aij. Tfor. Detto a il primo termine di una' 

progressione arimmetica , 1^ Tultimo termiae )^d n 

il numero di tutti i termini , si ha la somma di 

n 
essì*Mi=(4-|-!^()"7 Dimostrazione* Sotto U for- 

mola generale delle progressioni arimmctichc si 
scriva ordinatamente ciascun termine della mede- 
sima espressa per .v , come si è praticato (n.ij^.). 
Con questo si vede , che la somma di ciascuna 
eoppìa verticale di .termini essendo r= a-^x , la 
somma di tutte le coppie dee risultare =:(<i+jr)»; 
Ma U somma di tutte 4e coppie uguaglia il dop- 
pio della formola generale; dunque la somma di 

ima progressione qualunque è =: (<*+*?) T* 

%i6. Da questa' formola si può dedurre quaf 
debba, esser la somma df una progressione decre- 
scente all' infinito-, con porre :rro, e colla stes- 
sa facilità si può detei'minar la somma in qua<- 
lunque altro caso particolare . Posto ciò sia 

2ty. TrobL Dui due termini qualunque tf » b, 
inseWre fra di easi un' numero m dì medj pr9por^ 
;^ÌonaIi arirnmecici • Soluzione.^ Si cerchi la ragio- 
ne, che deve sussistere fra i termini della progres- 
sione cercata; questa si ha dall'equazione * =^4 
+ (w — i)rf , con sostituire i»+i in vece di «— if 
perchè i termini debbon essere w4-2 . Si ha infat* 

ti d=2 — T" ; trovata questa è sciolto il problc- 

ma 9 e si ha la progressione richiesta .«-#»«•.••• 
A— ^ ( b^a ) ( b' — a) 

• ' ''+H=^-- *+»i^ • '+i "^+r 

K 2 tf+ 
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ia-\-( m +1) — T~ » dove fatta la riduzione dell' 

ultimo termine si vede 9 che esso risulta :r6 co* 
me dee avvenire, 

228. TrobU Date tre delle funzioni a^x^n y dy s, 
voglionsi delle formole , per cui si possano in 
qualunque caso trovar le altre due • 

Soluzione. Dall' equazione » =4+ («^-i)<f se ne 
deducono quattro , e sono i.^ x=ui ^(^..^i^if; 

X — a X — a 

n 

Dair equazione «(4-|-*?)r" » se ne deducono 
« ^ n 2s 

altre quattro , cioè i.* « (««+^)"r" > *•* ^=^'^"~*i 
2^ 2^ 

Trovate queste otto formole ,, si sostituiscano 

», 
nelP equazione s=: (a-^-x) — i valori di r , tf , ed » 

dedotti dall' equazioni^ x = <(-[- (« — i)rf, e si avran- 
no dodici altre fojrmole , che sono le seguenti : 

Sostituendo il valor di ^ si ha .•••• 

4»-f-rf»*— rf« s riti'-' i) 

-; 2.^ tf^~-.( ^ -) 

25 — 2an 
3.* d:z — i i 4.* n =. rad. cquaz. ..» 

0^ ) ; . 

«*+r"y — IN «— 2jro . Sostituendo a si ottiene 

r equazione trasformata s s (a«r — ?• </» + rf)"^ ^ 

eda 



I.* 5= — — 

2 



1-0 

s 
e da questa si deducon l'equazioni . i.* ^ = ~ 

dn — d 2xn — 2s 
4- ; 2.* ds ,_„ ■ ; j,* 5 = ^n — 

(dn^ 9^dn) 

■ -" ; 4/ » =: radice , equazione »* 

4-.^— —IN «4-25=0. Finalmente sostituendo il 
valore di n si tfòva la trasformata 25 =: tf-J"^ 

4-, — 2 — 9 da cui si hanno Tultime quattro for* 

mole, e sono *•* ^="~r~'^'^2rf~ * ^'* ^ 

s; ; f .• ^ s: rad. , equaz. pc^A-dx .....•• 

^-\-ad — 25=:o . 4.* 4 = radice equazione a^ — da 

22p. Quando si debba far uso di queste formole^ 
si avranno per mezzo dell'Analisi anche quel- 
le > che dipendono dal l'equazioni di secondo grado« 
Intanto si vede, che formofe trovate debbon so- 
disfar pienamente alla soluzione generale del pro- 
blema proposto • Difatto delle cinque funzioni 
proposte se ne può cercar una in cinque man icte. 
Ciascuna di esse deve determinarsi per tre delle 
altre quattro , e le combinazioni a tre per tre di 
quattro quantità sono quattro; dunque 4. 5 sono 
i casi possibili , i quali costituiscono il proble- 
ma proposto, ed a cui sodisfano le venti formole 
da noi trovate. 

tjo. Scoi. Può avvenire talvolta, che per n 

K i s' in^ 



S' incontri un' espressione frazionaria 3 come » 

per esempioj nsm-t — -• In questo caso il nume- 

r 

n 

ro de' termini sarà ri» 9 più una parte ^ del 

termine (iw-r|-r) s*""^ 9 che si calcolerà facil- 
mente • 

331. Prima di passar' oltre » giova qui esporre 
una Tavola , in cui le formole addotte sicQO tut- 
te ordinatamente disposte • 




TA- 



TAVOLA DELLE FORMOLE, 
che appArt€Ug9no alU Progreffiwi Arimmtticht % 
Date Sì trova Per messo dtlle Forinole 
d, n, X |fls*-(«-i)4 

HyXjS 

n^d^s 
djSjX 



Ay dyU 

a^fiyS 



a,d,s\ 



ai' 

s d 

« = ---(„-,) 

« s rad. equaa. a^ ^ J« «.«' ^x'f'as s • 

«ss a + (ii- |)d 

ai 

■ X B - - a 
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a,StX 
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a,d,s 




diStX 


• 
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M,fhX 

a,dytt 
dj », ar 
a,dyx 
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Ecco pef tanto, che date essendo tre delle quan- 
tità a 9 djUi s^ Xf può sempre trovarsi una 
qualunque delT altre due, e basta per quest'ef- 
fetto scegliere nella Tavola esposta la formola 
corrispondente alla tripla di lettere data. 

S E Z I O N E IL 

Delle proporzioni , e progressioni Geometriche. 

231. Teor. Irt ogni proporzione geometrica il 
prodotto dei termini medj è uguale al prodotta 
degli tstrcml • (Dimostrazione . Nella formola ge- 
nerale a : 4m t: b : bm si \\^ aXbm =i am Xb *, 
dunque è vero generalmente &c. 

ajj. In caso , che la proporzione fosse conti- 
nua, sarebbe il quadrato del termine medio egua- 
le al prodotto degli estremi ; difatto nella formo- 
la generale ai ami: am : am^ , si ha sempre 

«34. Da questo Teorema ne segue , che se 
vengano dati tre termini di una proporzione geo^ 
metrica discreta, si può sempre trovare il quar- 
to , e che se vengano dati due termini di una 
proporzione geometrica continua , si può trova- 
re jl terzo . 

235. Scoi. Qualora però i due termini dati 
fieno di segno diverso , non si può fra di loro 
inserire un medio proporzionale , perchè non può 
esser né positivo , né negativo . Sieno, per esem- 
pio, !±:^ , q:ic i due termini dati ; e suppóngasi 

dtza 4-^ 
+i il medio richiesto ; dovrà essere "i — r = T 

il che non é possibile 9 a motivo , che una quan- 
tità 



ttcà positiva non può esser uguale ad una quanttcà 
negativa (^^.84., e seg.) . Lo scesso avviene , se il 
medio termine b si prenda negativo . ' 

2^6. Scoi. 1. Dì qui si può dimostrare eoa 
raziocinio più concludente V impossibilità delle 
radici di ordine pari delle quantità negative , 
Difatto una radice immaginaria qualunque si ri- 

am . 

duce alla forma \/ — a , e questa si riduce gene* 



;ini 



ralmente alla forma v/ — ^^ - v/ — *^ yf-^hc 

\/ — bc \J — bc &c. finché il rtumero di questi 
radicali quadratici sia =: »f . Ora per ottenere ii 

valore di \J — bc fa d'uopo provare un medio 
proporzionale fra —b y e e , ò b , e — f ; ma 
questo è generalmente impossibile ; dunque &c. 
237, Scoi. 3. Alla ricerca di un quarto pro- 
porzionale geometrico si può ridurre utilmente 
la moltiplicazione , e là divisione de'numeri com- 
plessi . Con questo , tali operazioni divengono 
pili semplici , e si evita l'inconveniente di molti- 
plicar le regole senza necessità • Se per esempio, 

a I 

dato, che P7 "Tcostinoscai — , si voglia sa- 

pere , quanto debbano costare T p — , si formc- 

4 
211 

rà la proporzione P 7 — : P p — :: sc.21"^, 

sc.jv; Si ridurrà tutto in frazione, onde si abbia 

23 37 43 43 

P "T : 'P~ii se": sc,9f^ e si ivrà A^-aj+Ia • 
342 45 

238. 
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a5«* Scol.^. lì metodo, onde tPovafe un quar. 
fo proporzionale geometrico , è ciò , clie diccsi 
Regola di Tre . Essa dee esser ben nota . Ecco- 
ne i principi fondamentali • 

Trint.ì. Gli effetti prodotti dalle cagioni del- 
la medesima specie , « che in tempi eguali agi- 
scono uniformemente , stanno fra di loro come le 
cagioni , cioè detto F l'effetto , e C la cagione , 
si ha Fz,P ;: C: d. 

Trine. II. Gli effetti prodotti da cagioni eguali, 
che agiscoBO uaiformemente , stanno fra di loro « 
come i tempi T , V impiegati dalle cagioni ; cioè 
•i haF, f :: T: r* . 

Trine, mi Gli effetti di cagioai disegualì,. che 
agiscono in diversi tempi stanno fra di loto m 
ragione composta delle cagiom' , e de' tempi , e 
perciò si ha F : F» :: C r : C^ T^ e su questo 
princìpio è fondata la regola del Tre composta . 

Trine. IV. Se gli effetti prodotti da due cagio- 
ni sieno eguali , le cagioni sono reciprocamen- 
te proporzionali ai tempi , e si haC : Tu T»: C. 
a3P. Tetfr. Ogni equazione tale , che ciascun 
900 membro sia un prodotto di due fattori , si 
può sciogliere i«n proporzione geometrica • piwO' 
ur^ziQne • Sia Tcquazione /«6 = ci ; è manifesto, 
che può sftssistere la. proporzione a i cu d i^ b ^ 
perchè si ha per ipotesi il prodotto dei med) crf, 
eguali al prodotto degli estremi ab . Si vede poi, 
che i fattori di un membro formano con i fattori 
deir aUro membro una proporzione reciproca. 

440. ht proporzioni geometriche si possono 
trasformare , salva la primitiva lor natura, ( le pro- 
porzioni afitmrtiche si possono anch' esse tras- 
formare in questa maniera , con aggiungere , o 

sot- 
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; aottrarre da ciascun termine nnz médesiaia quan* 

: Per determinare con maggior facilità le tras^ 

[■ fbrmazioni^^ di cui sono suscettibili le próporzio-; 

l ni geometriche , si riducano in equazione , on- 

* de al b:: Ci d venga rappresentata daiP cjqua- 

b d 
i zione — :=r'. 

J AC 

f Riguardando le proporzioni " geometriche sotto 

1 questo punto di vista , si conosce. 

J Trasfor. I. Che se si moltiplichi, osi divida 

i: per una medesima quantità ciascun suo termine » 

} non si altera punto né la proporzionalità , né il 

l bm b 

j primitivo rapporto. In efletto — ^~=: —, come 

^^ dfn d ^^ ^ 

r pure — ^r:-^ . • 

■ Con questo principio una proporzione geome« 

trica si può trasformare in infinite altre di forma 

l diversa , e dotate della medesima ragione . 

^ , Non trattandosi di conservare la primitiva ra^* 

gione si possonVoltenere due altre trasformazio- 
ni, e sono, ^ 

Trasfor, IL Se ciascun termine di una f>ropor« 
2Ìone geometrica s^'nalzi z^ una stessa potenza 
qualunque, si muta la ragione , ma non si toglie 
la proporzionalità. Per vederne la provasi pren- 
da la fbrmola generale a tam:;b:bm* Effettuan- 
do la trasformazione divisata ,-it ottiene a^ia^m^i^ 

i^*"m»; orà-^--^. , 
Trasfor. III. Se da cfascun termine di una prò- 



•1» 

fonioM z^m^ttìH ni astragga ttrate^desimà m 
(lice qualunque » i termini rimaogonp proporli»- 

IftK . Dtàtto «^ in ytttéi n riponga — , <i te 



r r . r t 

a m b m 



fopie sopra 
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. %^U Uol.l^^ Q«al^r|frai termini della prQir 
j>Qr^iofie« jsà cui sixjp^ra, ve oe^ienodue nega- 
tfvif e }a radioe coQ^uof d4 estrarli $i^ di grado 
pari, i termini risultanti , dopo Testrazione del- 
la radi.cc, nofl fersi&teHio io proporzione , perchè 
J'immagìnarietà , che viene introdotta , distrugge 
la qualità dei rapporti . La verità di questo 91 ^otx\r 
prenderà meglio nel seguente 

l4i* ittUt^^ Il SJgnoV teibfiJlz prefeti^e ,iche 
là p^pòr^^ione ir? —i-rfiw :; •— J : frm , m unapro^ 
porzione itiipostfibile ^ Per pfovir la su4 prop<wi- 

^oto cm egli , afntné^sA la realità dkti*addotta ^<^ 
porzione, pretende di dedurne, che le<}uantità 
negative non «iena mtàorf di zem • Icco il raeio-s 
if Iflio 4i quest^ i«$ig»i Màcemfti^i , 

Il fÀp^fo di » ; r^m é 113 rc^itportodi mag^* 
gfopc inegèéfglÙMki ; il rapporto di -r-A 2 hm è 
Ufi rapporto dim;nofe/V|[i^4|;//4f2;9;4 ; ma questi 
'irappeirtisono-div^r^tf dunque i tertninì, dacv^ 
derivano , non possono fownar proporzione ♦ 

Io rispondo, che il tgppqrtq di magg!<jre^ e 
di mlnoft wgUA^lUnz4 è un rapporto arimmeti- 
CQ^dicui non si dee aver considerazione àtcu- 

na^ 



ti'tj tramriéoBi diptopóTzìoTììgcmi^trìchù , ' 
Di poi col fatto stèsso io provo la verità della 
.. proporzione', poiché fatta U divisione dì ciascun 
Cpnsegueote per il *s.uo antecedente, trovo per tjao^ 
ziente comune-— w. ' ' . 

X>osta adesjso la sussistenza de!!^* proporzióne .•,- 
. tf • — 4»? :i — b : im , falsaoienre però si preten- 
de da taluno , che debba .'sussistere ancora dop^' 
l'estrazione di una radice pari 'da tiascun suo 
termine , exhe sfa vera , per esempio , I4 propor- 
zione jjai x/'^^^.m :: \/^b : x/bm , 4d dfìta, che W 
prodotto dc'itìedj , sia di segno diverso dal prodot- 
to degli estremi . Ed in effetto , affinchè si 
jivesse U necessaria proporzionalità > converebbe, 
^ che foss ero eg uali i due rapporti^ e perciò , che 

e y^^ t Du»qu« dovrebbe ^rtjre y/^i\pn 

* — tr *® ^'* i/ "- is:; —zTi t fi»«lme«e i=t i , 

cioè 2r: o , che è assordo , ' 

La proporzione a-, -^am ::— A : bin\ o , che è 

Io stesso , l.^ropor^iobe i : \/— k:v/— 12 imper- 
ché essa*in^uesta ricade , e dallri verità di quc^ 
S13 dipende , é stara supposta coiw vera da M.Hu* 

kr 
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ler nella sua Algebra dcTIoid , come pare da M. 
d'Alembert nc'suoi Opuscoli ,edaM. Bougenvil- 
Ic le jeuoe CalcuL integrai. 7. i, §. J07. 
. 243. Oltre le trasformaziòqi , di cui abbiamo 
parlato ♦ per cui le proporzioni possono prendere 
infinite forme, si hanno le variazioni proporzionali, 
che dentro di se contengono un genere di trasfor- 
mazione non meno copioso» che elegante « Di esse 
conviene, che ci occupiamo . 

Cinque soqep i modi , con cui si può introdurre^ 
variazione in una proporzione geometrica , salva 
la proporzionalità, e sono I. La variazione degli 
estremi ; II. La va?;ìazione de'medi ; IH. La varia- 
zione degli antecedenti ; IV. La vìariazione de'con- 
seguenti ; V. La variazione di tutti i termini in 
una volta . / 

Per sodisfare, a ciascuno di questi problemi 
coiHticne investigar delle formole generali, <he 
ne contengano compitamente la soluzione . 

244* Siz la proporzione a i am :: biont , e varj* 
Testrémo bm della quantica db</; Jn conseguenza 
di questa variazione T estremo a divenga x ^ va- 
lore da determinarsi • Dovrà dunque aversi xiamit 
hbmtìai , e perciò l'equazione M{bftr±:d) xz abm 9 

da 
cioè .vr«tsT;3ir* 

Ecco dunque , che se ii» cresca di- una quantità 
:±:dy il primo termini^ 4 dee crescere della quanti- 
ci 

34Jf* Suppongasi adesso , che la variazione cada 
sopra uno de'medi , onde sia /i:/v::^rlr4M»dove x 
rappresenta il medio am opporcunamente variato . 

Opc- 
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Operando come sopra si dedurrà x = IZ1h]|. 
dal che s'inferisce , che am dee ricevere una w, 

Tiazione espressa per rTf ^» 

Facendosi la variazione negli antecedenti» o 
.nei conseguenti, le formole opportune si trovano 
nel modo seguente • 

Variando gli antecedenti , si hz^i am :: tctd 
am {b db<0 a(b±:d) 
ihm y e di qui m =: j^ — jj^— . 

Se varino i conseguenti si ha parimente •— •«« 

a(fi99ti^ * 
a * X*: b - hmddd^ e perciò x =: — t — . 

Entriamo finalmente a trattare dei quinto c^ 
so , il quale ed ammette pia soluzioni » cdè pift 
vantaggioso nelle applicazioni • 

Otto sono le maniere generali , con le quali» 
salva la proporzionalità, possono effettuarsi le va« 
riazioni di tutt*i termini di nnaproporzione geo- 
metrica • 

Maniera • i/ Con accrescere il primo eermi- 
ne di ambedue le ragioni delia differenza arimme« 
cica de' suoi termini » e con diminuire sei cempo 
stesso il secondo termine della medesima dift&- 
renza » e viceversa • . 

Difatto sussiste la proporzione generale —«i—' 
(»/f). ...*. atitiiam^'v^a): anK:p(am^-^a):t k±:(hm—é) i 
bmzfz [bm^-b) ; prima formpla di variazione • 

Maniera a.* Con accrescere il primo termioe 
del secondo , ed accrescere del primo il fe- 
condo termine presa fiegativimente » a cod di- 
mi- 



minuìre il primo termine del secondo, ed accre- 
scere del primo il secondo preso positivamente . 

Sassiste infatti. la proporzione generale 

irdbr^m : aqpam :: bdzbm : k+:bm (fi) ; seconda 

formola di variazione • 

Manierd 3.*, e 4.* Con variare tutt'i termini 
proporzionalmente con T addizione, o con la sot- 
trazione di quantità proporzionali, del le quali il 
rapporto geometrico sia Io stesso, che quello delia 
proporzione data • Steno le proporzioni a : am :; 
hihfn\ Acr : ^'4 :: ^h : ^^b . 

Dì queste si può formare la proporzione gene- 
rale a'±iAa • Anr±iù^A :: ArirAfi^ hmdCù}b^ terza for- 
mola (C) . 

Per concepire la verità, di questo si fàccia Pequa- 
zione fra il prodotto de'medj, e quello degli 
^estremi ; Si ottiene anibdbaA^b '±:bniAa dtiAa a'6 
s: amb r±MmAb r±:bA^a *±iÀUAb ; Tolgasi ciò che vi 
è di comune , e rimarrà aA^b-^bmùa = bù}^ 

Per discuoprire da qual condizione dipenda la 

-sussistenza di quest'equazione, si supponga vera, 

e per verificarla suppongasi inoltre aA^b2:atn^ » 

e b^^a = bm^a . Da ciascuna di quest' equazioni 

risulta , che la ragione della proporzione .:• 

A^ ; ù}a :: ^b\ A^é dee esser la medesima , che quella 
della proporzione principale; e si vede che ciò es- 
sendo, la variazione indicata non altera punto la 
propors^onalità. E* facile a vedersi, che tolta la 
Condizione dell'eguaglianza del rapporto fra le quan- 
tità Ad , A^a ,aJ»,a'6, ed i termini della proporzio- 
ne principale , la variazione dee togliere la propor- 
2Ìonatità. 

Maniera 5»*ctf** Si può variare proporzional- 

men- 
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mente una proporzione con moltiplicare, o divi- 
dere tutt* i suoi termini per quantità proporzionali* 
Per vederne una prova > suppongasi , che Io 
quantità Aa^ ^'^> ^^ j ^'^ «fcno geom'etricamen- 
te proporzionali , e si moltiplichi ordinariamente 
per ciascuna di tssc il termine corrispondente del- 
, la formoU ai am :• b • bm . Fatta la moltiplicazio* 
De si ba realmente abm^a a'3 - abmA^aùb, come 
si richiede • 

Nella guisa stessa » facendo la divisione per i 

suddetti termini proporzionali > si ottiene 

ab m a bm 

x^aA^b" ò}aAb* 

2^6. Dalla Teoria .delle variazioni, che si pos- 
son fare nelle proporzioni geometriche per mezzo 
di quantità proporzionali, si possono adesso deri- 
vare con tutta naturalezza quei casi particolari , 
che in essa contengonsi , di cui Tuso è generale , 
ed intere<;sante in tutta la Matematica . 

Caso L Nella formo/a delle variazioni de' medj , 
a bm abm 

che è ^ = 7r r 7 } ^^ ponga TrTl -* j e si dedurrà 

zt:d = t±^amqpb ; Con questo la proporzione 

a: fc:: bdtzd .bm diviene a i b i* am' bm . 

247. Quindi si deduce , che non si altera una 
proporzione geometrica per rapporto all'assoluta 
sua proporzionalità, qualora variando i soli medj, 
le di loro variazioni sieno tali , che mentre , che 
uno cresce , l'altro decresca , e viceversa , inmo- 
do , che il maggiore divenga eguale al minore , 
ed il minore divenga eguale al maggiore . Questa 
specie di variazione dicesi ^Uernathne , perchè e- 
quivale alla traslazione di un medio in luogo dell' 
.altro, L Cas.z."" 
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Cas. 2.% e j.* Ndta formola delle varia2foni, che 

appartiene agli antecedenti ^m ^am — 7~" , pon- 
gasi db(f 2 ddbm ; si avrà , che la proporzione ••••• 
X : ^m :: br±::i : bm diverrà a db«m i ani :: b:±^ t 
bm . Se prendasi il segno superiore , ia variazio- 
ne riferita alla proporzione principale a : am :: bi 
bm , si chiama Composizione • Se prendasi il segno 
inferiore > la variazione dicesi l^ìshne . 

Cas.. 4.^ e $.^ Si ponga nella formola , che ap- 
partiene alle variazioni dei conseguenti 9 k s 
a (JmrÈzd) 
' 7 d =: t±: b qp %bm , e si avrà « =: 

éiibmdtibzp^bm) 

•* J~'~*~srii(*idfci!±:a»)srf3«qp4w; quindi 

la proporzione a \x:: b • bmd^d prende la forma 
a : tiriciqciiiwi :? b : dbbtipbm 4 Se io questa prendasi 
il segno superiore y si ha la variazione detta Conver» 
sfóttè , e se prèndasi il segno inferiore , la varia- 
zione , che ne proviene, in altro ^lon differisce dall' 
antecedente , che in e&sa i due conseguenti sono 
dotati di secano diverso • 

Cas. é.^ NelU medesima formola si faccia dsA^ 
e si avrà *tf = «-f-^wf , e perciò la proporzione 
a* 9c :i bi bfnrizd , ci darà a : a-^-am :: b ^ b-^-mn 
variazione , che dfcesi Contro^ ersìont • 

Cas. 7.*^ Dalla fortftola4db(4Wi---^)s^i«n3:;(iJ«r-fl):: 
fcb(ii»-— 6) : bw:^{imh--^b) si deduce , che la pro- 
porzione generale si può variare nella seguente 
maniera ^ am : a i: bm: b j variazione , che vien 
chiamata Inversione . 

Cas. 8.^ ep.^ La seconda formola «dbfiir:^fqpM»:: 
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hddbm : bqpjhn rappresenta una wnk^tone compo- 
sti. . Se prentfajf it segno superiore > ^Ua é Compo- 
sta- CottfVersd; se prendasi il segno fnferiore, dicesi 
l>iviso - ComptfstA per Invershne , * 

C/2J* io.° IDaHatem fatmolz adr^t: amdr/i} a n 
bTìr Ah i bmdsTAÌb ne segue , che somr^raada peror- 
dìoe due „ a più. proporzioni geometriclie omqge-- 
nec 9 cÌGè.(Jo«atc àt\ medesinto rapporto , \ termini 
risultanti sorw'parrmente in proporzione • 

Cas. ri.*' ,e la.® Dalla quanta fcyrmola <fAi : 
an^^a^i fiA6:AwA'3 s'infertsce, che rooInplicàrH^^ 
issieme ordmatamente due > o pfiS proporzioni geos- 
mctrjche , i risulti sono |wire in proporxfone ; e 

a am b hm 
dalla formola quinta r" ; "7" :• ~I J Til^'^^ »^^ 

là divisione ordinata di una proporziQW pcv uà* 
altra, produce de* (yxozienti ^ rite soQi^fgcMJme»- 
tr in proporrne . 

^ 248* A4 oggetto ài agevolare la memoria di- tot» 
ti i dividati casi particolari , espongo qui una Ta- 
iFoIa , iti CK^i si vedoQo tutti a colpo d^òccliio ; ed 
io essa pek seaipHcità nnaggiore scel^go la propor- 
atone principale delb forma a:b :: e i d . 
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.. '149. Fin qui abbiamo condderate le proporzio- 
ni geometriche in se s cesse ; conviene adesso pas- 
sare a considerarle per rapporto ad altre proporr 
2Ìoni • 

Prima di tutto ci si presentano le proporzioni 
dotate di un rapporto comune • Intorno a queste sia 

150. TeoT. JDato un numero qualunque di pro- 
porz4X)ni geometriche, dotategli an rappòrto comu- 
ne , un numero qualunque (^^antecedenti sta ad un 
cgual numero di respettivi conseguenti ^ come un' 
antecedente, al suo conseguente • Dimostrazione. 
Sieno le proporzioni a : am :: b : bin\ e : €m:i didm; 
€:ml f ifm &c. Si avrà a-j-i+r-f-rf &c* am-\-hm 
J^cni'\^dm &c. uà : am :ib ibnt &c. poiché si ha 
sempre il prodotto d«' medj eguale al prodotto degl' 
estremi. 

aji. r^r. date due -proporzioni come sopra,' 
a : am i: b : bm; t; cm :: d : dm , dico essere in ge- 
nerale a-'-^m : f— ff» :: b-^bm ; rf-r-rfw . Dimo- 
strazione . Facendo ij , pro^ottp -degl\estremi si ha 
ad^^iadm-^-adm^ x e^facendo il prodotto de' medj 
si trova bc — ìbcm-^-bcm^ . Per veder Teguaglian- 
za, che sussiste fra queste due funzioni, si!osser^ 
vi, che le propar^iopi essendo omogenee , debbo» 
no rimaner tali anch^ alternando ; dunque dee aver« 
Sì a :b:: e : d y e perciò bc =: ad ^ il che. basta 
per ravvisare la divisata eguaglianza • 

2ja. Le prcpon^ioni considerate relativamente 
possono aver^ in secondo luogo due termini co* 
muni, e questo può avvenire in tre diverse ma- 
niere . ^ 

I.® I due termini comuni possono essere i me- 
di , o gllestremi ; 2.® Possono essere gUanteceden-^ 
ti , o i conseguenti ; 3*^ I due .tcroaini comuni 

L 3 pos- 
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passuno essere in nnn pwpotziont gif anteceden- 
ti , e «dralrra i coBsegactiri , e viccvetsa . ( !I 
caso j ciie fommo i due termini ^i una ragbne 
ricade nel Teor. antecedente . ) 

253. Tìeor^ Se due ptoportìonì i^eametriche ab- 
biano i mzàt'y ù g)'«6iremi cònerani , |i rermini 
dfverM di vna sono reciprocanfiente proporzionali 
ai termini diversi dtlf altra • Dimosfìraziane' . Sterk> 
le due pmpoFzioni d : b :: et d ; a : t::'f : i. 
Da queste me deriva hc:z€fy « perciò b : t :f: €. 
Lo stesso vite, «se \ termini coirmn! sieno i jnedj, 

254. Tnor. In due proporzioni geometriche , fc 
quali abbiano gli antecedenti , o i con^guent^' co- 
muni , i ternimi diversi di una SMo direttamente 
propopaianali ai tcpoai ni diversi ddPakra . Dime* 
strazione . Siene le proporzioni a ib iidie ^ a lai 
d : f; Alterando si ha ^r : rf ;; i : r , « ; rf n ^ if» 
•e perciò b: f :: e ; f , e altcrtrando di nuovo 

255. T\e^r.'itì dae proporzioni geometriche, iè 
l|uali abbiano' dtae termini comuni ^ con questa 
4cgge ;> che i -coBsòguenti di una sicno anteceden- 
<i deJl^altra , l due termiw diversi della prima so- 
ffio direttamente proporzioTiali ai due termini df- 
«picrsi deli'ajtra. ùìmèstrazhnt . Si h;^no in questo 
£aso. le proporzlofii 4 :^:: r: di b i e :: J: /; Sì 
prenda il valone di uno dei tèrmini communi , per 
esempio, di ^ , da una dì esse , che sia, per esem- 
pio, la prima , e «i sostituisca nella seconda . Pstt- 

étdf a e 

ta Tequazlone si ha . = edy cioè "T - "7 t « 

penciò 4 : e :: e : f v 

ajtf* Teor^ Se abbiasi un numero quahinquedt 

prò- 



))roporaiopi geometriche tali » che i conseguenti 
della prima sieno antecedenti nella seconda , i con- 
Sfgueod della seconda sieno ante<:edenti nella ter<* 
za » e cosi in seguito', si a^rrà : la somma degli an- 
tecedenti delle prime ragioni di tutte le proporzio- 
ni alla somma degli antecedenti delle secondcL ra- 
gioni , come il conseguente di una delle prime 
ragioni al conseguente della seconda ragione della 
medesima proporzione . Dimmtrazìom • Sieno lè 
due proporzioni a ; am n b i bru ; am i amn r.bm : 
bmn ; è chiaro , che sarà a-^am : b-^bm :: ara : 
bm ; poiché i prodotti dei medj , e degli estremi 
sono eguali 

Se le proporzioni sieno tre » cioè a : am r. bi 
bm \ ami amn :: bm : bmn ; amn : amnr :: bmn : 
bnmr ; si avrà a-\'am-^amn : b'\-bm--\-bmn :: ami 
hm &c. Difatto > dividendo per m , si ha il pro- 
dotto de* med) db-\-abm {-abmn eguale al prodot- 
to degli estremi ab-^abm^abm , e lo stesso può 
verificarsi in un maggior numero di propi^rzioni • 

Venendo adesso alle progressioni geometriche si 
ha primieramente 

257. Teor. Le somme, e le differenze fra 1 ter- 
mini contìgui di una progressione geometrica foc** 
mano una progressione dotata del medesimo rap- 
porto . Dimostrazione . Difetto la serie de'tcrmini 

a±:am , am:±:am^ , am^dt:uim^ , am^:±zam^ 

4w"*' !±utm^ è una progressione geometrica dotata 
del medesimo rapporto w, di cui è dotata la progres- 
sione ai am : am^ ; am^ ••• 41»" . 

«58. Teor. In ogni progresgione geometrica, un 
ter«nine vquslutfhque sta al terzo termine , che gli 
succede » come la sua poit)eo;sa quadrata sta alla 
poteiud quadrile» del termine , d^e gli è appresso; 

,L4 . Sta 
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sta un termine (Qualunque al quarto , che gli suc- 
cede, come il suo cubo sta ai cubo del secondo 
termine , che gli viene appresso , ed in generale 

sti un termine quaiqnque a un termine {B-f-i)^"'"'^ 

susseguente , come la sua potenza n/"^* sta alla 

potenza «.""** del termine » che gì' è appresso. 
Dimostrazione . Sia la formola generale a : aw *- 
am^ : am^ -«• am^^ ; Si vede chiaramente , che si ha 
a : am^ :: a^ : a^m^ , ... a : am^ :: a^ : a^m^ , &c. 

255^. TeoT. in ogni, progressione geometrica la 
somma di tutti i termini mena il primo sta alla 
somma di tutti meno Tultimo, come il secondo al 
primo , o come la ragione alfunità. Dimostrazione ^ 
Sì ha in effetto am -{-am'-^am^ &c. -f-^w" : a-^am 
-^am^ &c. 4-^^°"' :: nm : a :: m : i , perchè sus- 
siste Teguaglianza fra il prodotto dei medj , e quel-. 
Io degli estremi . 

25«* Di qui si può derivar con facilità una 
formola generale , che rappresenti la somma di 
qualunque progressione geometrica , 

Pongasi il primo termine =tf , il secondo =: fi 
Tultimo z: X y t Ì2L somma di tutti =:s • 

In virtù del Teorema precedente si avrà la pro- 
porzione s — a : J~jr :: fi : 4 ; Da questa dividen- 
do si deduce x — a : j— ;r :: Ih^a : a , e di qui si 
a(x — tf)-f-Ar(fi — a) bx — a"^ 

^^ ' ' 'b^ '^ = "1Z7 •'•• <^^ • 

261. Nel caso, che la progressione sìa decre- 
scente , e che perciò il denominatore b^-^a sia ne- 
gativo , si farà «so della proporzione y — x:'s — a\i 
4 : fi , che é rinversa deiraatecedente » e dividen-i 

do. 



1^9 
do , cdtnc sopra' sì dedurrà 4— a* : s — ^a :: a-^bi 6» 

b(a—x)-\'a(a—b) ;a^—bx 
e quindi s =: -^ r "^^y (B) . 

262, Impiegando finalmente ì^ proporzione .*,•* 
5.— ^ : s-^x :: m : i , (ovvero sostituendo in luogo 
di b il suo valore am preso dalla formola generale, 
nelle formole (^) , (i&) si ottiene la formola sem* 

X ni — a 
plicissiraa ss (C) . 

26}, Scoi. Sci termini della progressione fos« 
sero tutti eguali ^ la prima formola (yi) , e la se- 

o 
conda (B) diverrebbero ambedue eguali a — > che 

è un espressione indeterminata (^•5Sj.)* Per svì^ 
lappare questa difficoltà si rifletta, che essendo» 

i termini della progressione , x è =:am!^^^sui ) \ . . 

^ 7S=r, onde si ha^ = ^^ ^^^Z^ 

b — fi ' 

formola, che fatta la divisione, e posta az:b9 
equivale ad na • Lo stesso ha luogo per rapporto 
alla formola (.^; . . 

254. Sì può adesso sciogliere un problema intorno 
alle progressioni geometriche analogo a quello , che 
si è sciolso intorno alle progressioni arimmetiche • 

26$. TrpbL Date, chc.sieno tre delle funzioni 
a , Xj m f fif s voglionsi delle formole , median-. 
te le quali si possa trovare immediatamente una 
dell'altre due • Soluzione • Dalla prima formola •••« 
;r=:4m"*'> se ne deducono tre, e sono ••*««.•••••.• 
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Dalla formala s.^ss se ne deducono 

pure tre altre, e sono <J.* asxm-^sm +x ; 7.* 
( s — a ) X — a 

m ' s — t 

Trovate queste otto formole si sostituiscano sue-» 
cessivamente i valori di jr, ^ , 1» dedotti dalla for- 
mola ài X =z am^^ . Con questo si avranno dodici 
altre formole , che insieme con fé otto già trovate 
scioglieranno compitamente il problema . 

Tali formole sono le seguenti . 

Sostituito il valore di :r, si hais!tf — ; 

ir (w — I log. (sm — s-\-a) — \og.a 

m — I JL log* m * 

log.i:— 4 log. a -[^log.l 

m::e ' V 

4_n — I ^ X 

Sostituito il valóre di a , si trova s = -sqr*— 

nt 

lQg>^— log. ( xm-\-sm^s) 

l^ >ifdog^— log.(x.x)— log.x 

Sostituito i! valore di m si ottiene • 

^ n i+log.r — log. 4 






(*-)*) 
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(f— vt)jr u"=ji = (S'^a)^i ; (x— ^) /i £=jir(x— ^) ^ ^ . 

2(Jtf* Per intender le operazioni logarimmiche 
basta saperne le prime regole » che si possono ve- 
dere anche nelPArimmetica di M.Bezouc, e di altri. 

Noi ac tratteremo io appresso • 

^cco pertanto , che qualora ^ieno date tre qua- 
lunque delle cinque funzioni ajtn^x^nySf può 
sempre trovare una dell'altre due . 

La Tavola seguente mostra tutte le forinole ap- 
partenenti a questo problema » tutte raccolte insie* 
me 9 e disposte per ordine • 
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Si possono sciogliere adesso diversi problemi • 

lóy.Trobl. I. Se da una potenza n.""^* di una 
quantità intera, qualunque^, si tolgano successi- 
vamente le potenze inferiori p^"^ , p°"* , ^"^ &c. 
fino alla potenza prima inclusivamente » si dimani* 
da se il residuo debba risul tar positivo , o negati- 

vo . Soluzione . Dalla ftrmola s^ 7 si !de- 

IW*— I 

duca la somma della progressione p*"* jp^"* 9 

P^' — P. 
f^ &c,p , e questa si troverà =? "T^p* Trova- 

(f^p) p-^-^tp-^p 

ta questa somma si ha p"-— "137"= T^Z \ 

Non si dee tardare adesso a conoscere , che questa 
funzione dee generalmente risultar positiva . 

In effetto ^''♦'— 2p"-|-/' "^° P^^ ^^^^^ negativa, 
che nel caso in cui siap°*'<2/>°, cioèp<2.Ma 
nel caso , che siap=i , la suddetta espressione ri- 
sulta si • Dunque il residuo proposto se p debba 
esser intero , non può. esser mai negativo ; e quao« 
do ancora p fosse lina quantità fratta , non potreb- 
be il suddetto residuo esser negativo , che Ojei soii 
casi compresi fra o , e i. 

a*8. TroW. a. Un servo astuto trae ogni giorno 
dalla botte del suo padrone una misura di vino, a 
cui supplisce con egual porzione di acqua. 

La botte contiene nt fiaschi ; Il derubamento 
dura n giorni ; Si vuol sapere quanto di vino deb- 
ba rimaner nella botte dopo gli n giorni • 

Soluzione,. Io primieraoientc osservo, che il vi. 
00 , che si attinge il primoi glorilo è s:| ,>ch6 queU 

lo. 



lo, che si attinge il secondo giorno è =: ^ 

perchè la quantità del vino , che si attinge sue- 
cessivaniente dee diminuire nella ragione stessa con 
cut diminuisce il vino nella botte, e perciò si dee 

m — 1 
avere la proporzione i» : w— i :: i : ^ = . 

In virtù del medesimo raziocinio vedo , che il 
yino tratto il terto giorno dee essere il quarto ter- 

«itné delta proporzione m : (iff^— i ) — • :: 

m — 1 (iw— 1)* 

— ~^ : jrr:/"~"^ , e cbc nei giorni successivi 

dee essere (-^) , ^-^^ &c. (-^). Trova- 

fa ifV questa guisa fa ragione , con cui va diminuen- 
do it vino , che si trae , si deduce facilmente la 
ragione , con cui va diminuendo il vino nella botte 
medesima • Difàtto si ha il vìtio rimanente dopo il 
primo giorno s:iff—r • If vino rimanente dopo il 

(m—i) (w— 0* 
fe€oiidog:iomo5?(i»— I)— ~— ~5: ; il 

il vina rimaaentft dopo il terzos """■^^~— /• \ 

(m^iy m ( 2 ^ 

e ~^" iSct. finché dopo il giorno «.""''' il vi- 

Bo rimancate diviene =r — -5=; . 

. 269. Se si volesse sapere adesso dopo quanti gior- 
ni il viao4€faba xtiveaife uguale ^I inacqua , baste- 

rebr 
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rcbbc dcduri-e dall' equazione -—s=; =~ il valo- 
re di if» il che si può otteoere mediante i Ioga- 
rimmi . ^ . 

27^. Se SI cercasse , dopo quanti giorni debba es- 
ser terminato intieramente il vino , sarebbe facile it 
vedere , che ciò non può. avvenir mai, perchè Tequa* 

«ione {^ s o j posto «>! è assolutamente im- 

possibile , perchè fatto m^i = 9 converrebbe , che 

fosse rjTvn-i =0 . Di qui si ha pertanto una prova 

evidente della divisibilità della materia alP infinito • 
271. Scoi. Che le progressioni geometriche di- 
vergenti vadano crescendo con molta rapidità 9 ella 
è una verità ben nota • Non sarà però disaggrade- 
vole a chi non ha peranche tutta la pratica nello stu- 
dio dell'Algebra, il trattenersi ad osservare quanto 
straordinaria , e sorprendente ella sia * 

Ecco un esempio riferito dal P. Castelli nella sua 
Matematìquc Vniverselle , il quale riguarda una pro- 
gressione dupla , che pure non è delle più rapide • 
Riferisce egli che l'Inventore del gioco degliScacchi, 
fu chiamato dal suo Principe, e che le fu esibita dal 
medesimo quella ricompensa , che più desiderasse . 
L'Inventore , dopo qualche renitenza sì fece portare 
\ina scacchiera, e dimandò, che gli fosse dato un gra- 
nello di frumento per la prima casella , due per 
la seconda , quattro per la terza , otto per la quan- 
ta, e cosi in seguito in progressione dupla , fino 
alla settantaquattresima casella • Al Principe sembrò 
lieve la dimanda % ma fatto il computo si trovò 

es- 
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pongasi ciascun piede cubico valere 4. lire. Il 
prezzo di ciascun granaio sarà di lire i. 035. 8oo« 
000, ed il prezzo di tutti i granaj presi insieme 
sarà di lire 94. Spo. oop. 600. 000 , valore, che ri- 
dotto in zecchini equivale in circa à 6. 320. ooo. 
640. 000 zecchini somma superiore d^assai al ri^ 
suitato dei Tesori di tutte le Potenze dei Mondo 
riunite insieme • 

S E Z I O N E I 1 1. 

Delle proporzioni armoniche : 

272. Sieno 4, 6 due quantità date , e si voglia 
trovare fra queste un medio proporzionale Armonico, 
e Contrarmonico . Soluzione . Per la natura delle 
proporzioni Armoniche fra tre quantità sì devìe avere 

2ab 
(».2f >0 PC — a : X'—b iiaib^c perciò x =777 ™®* 
dio cercato . "»" 

Esempio. Sia 4 =10 , e 5 =20 , sarà x=:ì 3+T" > 

onde i numeri io , 13 ~ » 20 sono armonicamente 

proporzionali • Difatto si ha j-f- — : (f-j* — ::' 
X0:2d. ^ ^ 

27 j. Trattandosi di un medio contrarmonico si 

a^+b' 
ha X— ^ : b — X:: 3 : tf , e perciò x =: — Y7" • 

,274. Se vogliasi un terzo proporzionale armo- 
nico dopo le due quantità a^ b ^ s* istituirà la pro- 
porzione b — a:x—b :: 4 : ;r, e si dedurrà .•••••. 

ab 
iV|rTTi.c pcf il terzo proporzionale contrarmo- 

M nico 



nico li avri P eqnazronc jr^-^jrattfj— 4* , daiU 
quale si potrà dedurre il valor di x co*i^mecodi dell* 
Analisi. 

^iS* Vogliasi trovar final meo tt ud qi^artopro» 
porzionale armonico » e contrarmonico dopo tre quan* 
cita date 4 , & , r , s^istituirà nel primo caso^ la prò» 
porzione 6— ia : x-^c iiaix^ e se ne dedurrà x 

ac 
r — ^"T ; si formerà nel secondo caso la propor- 
zióne, é— 4 : JT— r :: Jf : rf . e se ne inferirà l'equazio- 
ne quadratica :r*— ror s: ab^^a^ equazione , che essen- 
do risciolta con i metodi dell* Analisi darà il va* 
lor cercato di a: • 

e A P I T O I O VII. 
Delle Serie . 

^^6. La Teoria delle progressioni ci coMbce 
adesso a trattare delle Serie , parte molto interes- 
sante in tutte le Matematiche» e che è la sola ri- 
sorsa generale , di cui si prevalgono gli Analitici nei 
casi di esito disperato « 

377. Serie dicesi un seguito ^i quantità » che 
succedonsi con una legge determinata • 

Tre sono le specie principali delle serie » 

Al!a prima specie appartengono le Serie Arim- 
metiche ; allo seconda le serie Geometriche ; ed 
-alla terza le serie Arimmetico-Geometricht • 

278. Di qualunque specie però sieno le serie 9 
posson' t$st procedere in due maniere , cioè , o. 
crescendo , e diconsi divergenti , ò decrescendo » 
e diconsi convergenti . Se debbasi, per esempio, ccr- 

1 
care il valore delia frazioui -*r;^ ; mediante {a du 

f+* vi. 
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vrsione SI ottiene la serie divergente i — - s4~4"^ 
S -f- 15 *— 3 1 + ^4 &€• Qu«te iserie quanto più 
sMooltrano > tanto pi£i si discostano dal vero vaio* 
re, che debban rappresentare, e la di loro som- 
ma non può aversi » che impropriamente , con 
prender cioè la quantità primitiva, dalla quale per 
mezzo di una legittima operazione , son derivate • 
Se debbasi poi cercare il valore della frazione 
I .III 

TjTTy 51 ottiene la serie convergente ^^——-{-•g' 

Queste serie con tanto maggior* esattezza esprn 
mo il valore , che rappresentano , quanto più so- 
no inoltrate , cosicché però solo dopo un infini- 
to /tumero ^i termini danno il richiesto valore « 
Quindi è , che la somma di queste serie ancora 
può dirsi impropria , mentre la di loro somma » 
Don è altro , che il limite, ^ cui si vanno appros- 
simando infinitamente • Difattdt per ottenerne U 

tm — 4 
aomma , convien porre a^o nella formola Ss= ""•^ 

il che pure non ha luogo dopo qualunque nume* 
ro di termini • 

ayp. V origine di queste serie si riferisce a Ni- 
colao Mercatore , ed a Wallis , perchè sono stati 
essi i primi , che ne hanno trattato con maggior 
successo • 

280. Le serie possono procedere.ancora in mo- 
do, che non sì accostino , né si allontanino al ve* 
ro valore nulla più, del primo termine , ed in que- 
sto caso diconsi ptrallele • Se cerchisi il valore 

M 2 ' del- 
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della funzione 77*- per mezzo della divisione , si 

trova per risultato la serie parallela l— 'i-l-i— *i 
-f-i— ,&c. , di cui se prendasi un numero pari di 
termini la somma è sempre zero , e se prendasi un 
numero impari di termini , la somma è =:i » va- 
lori s che differiscono egualmente ambedue dal va- 
ti 
lore principale — . 

Fu da queste serie , che il P. Grandi pretese di 
dedurre una prova della creazione degli esseri . 
( ^adrat. circ. & hyperb. prop. 7. ) , ma si vede , 
che egli cadde in errore , perchè la serie i— i-f-i 
^— i-f-i &c. non equivale j com'egli suppone a 

I 
o-|-o-4-o-}-o &c. sso , ma equivale odt: — , questo 

essendo il residuo , che rimane dopo qualunque 
divisione del numeratore i per il denominatore 
I-4-I . Si può vedere negl'Atti dell' Acc. de/le 
Scienze all' an. 1715. una Memoria di *M. Vari- 
gnon in cui si tratta su questo punto con molt'acu- 
tezza , ed ingegnò • 

281. Le serie divergenti , e convergente si dcb- 
bon distinguere in serie finite , ed infinite . Am- 
bedue queste sorte di serie ammettono un Termi- 
ne generale., ed una somma generale. Per Termi- 
ne generale ( detto n il numero esprimente l'ordine 
di un termine qualunque della serie) intendesi una 
funzione di n tale ^ che se in essa si sostituiscano 
successivamente in luogo di n i numeri naturali 
1 > 2 j 3 j 4 3:c. sì ottenga ieparatamente ciascun 
termine della serie, di cui l'ordine venga espresso 
dal numero delle unità » che si contengono nel nu- 
mero 
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mero sostituito ♦ Nella serie generale tf, i,c,d>....jf,. 

il termine »."""® y èil termine generale, ed è chia- 
ro' , che deve egli esser funzione di n , perchè eia. 
scun termine ha un vaFor particolare , dipendente 
dairprdine , che occupa nella serie stessa • Per 
esempio nella serie particolare 1,7, 13 , ip &c. 
6»-- 5 è il termine generale, perqhé sostituendovi 
per n i numeri naturali i , 2 ,3 &c. si hanno pct 
ordine^ inc^inciando dal primo , tutti ijermini 
della serie. '' ' ^- 

^ 282. tìtóèsfT'poi somma generale di una ieriè 
una funzione di n , tale che per la sostituzione de* 
numeri j|iatù?al1* in luogo di h somfriiinistri la som» 
ma di tanti termini , cominciando dal primo r qvan« 
te sono le. unità -contenute in n . Coi| la ^omma 
generale della serie 1,7,13, ip &c. è j^^-T-.aw, 
perchè qvi^stsL funzione di n sodisfa alla condizione 
divitsata • La ricerca di queste t due funzioni ,è uno 
de' .principali oggetti delle serie • \ 

1831 L'origine delle serie si ripete da tre fonti , 
e sono;: la; divisione., l'estrazione delle radici, 
e il Metodo dell'equazioni indefinite , al quale si 
riduce il metodo de' divisori evanescènti • 

2844 E' per il primo fonte , che effettuando la 

' a 
divisione indicata dalla frazione rjT" > sì ottiene 

I , a ac ac^ ac^ ac^ ac^ 

la serie infinita ycp-^q^^-^rpj^^y^.^.ìir^ 

dove si può osservare , che se abbiasi b;>c la sè- 
rie è convergente , e viceversa ; il che. insegna, 
che mediante la divisione di una q^uantità qualun- 

M 3 * que 
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qae per un binomio » si può formare una serie 
convergente , o divergente , come si vuole 9 e che 
nella divisioDC di un numero per un^altro basta se- 
parare il divisore in due parti » per ottenere imme- 
diatafloente Io stesso effetto • 

4 
185. Scoi. Se nella fratione r^T* si ponga b^ » 

e si prenda il segno negativo 3 la serie addotta di- 

a a a A ^ '^ 

vicne-^+~+T+*r *c- a!PinfinfttP5^ Dì qui 

4edace qualche Algebrista una praV^v^^H'' equa^io- 

se "^ s: eo , la quale in realtà sussiste» come si è ve* 

dùto (».35.) , ma * falsamente dedotta , perchè la 
suddetta «erie non esprime in verun tnodo il quo- 
aletfte di a diviro per r^-r . 

Che questo sia cosi , può dimostrarsi in rre mòdi. 

1.* Osservando che c-^^ non è =0 neUcnso , iù 
cui dévesi prendere zero , quando si tratta di pro« 

vare ~ s: •© , cioè non è una quantità infinitesi- 
ma » ma un nulla assaluto ; ora •• preso zero voi- 
Ite M 4enso rigoroso 9 nan può ^ser uguale ad una 
quantità finita^ • 

%J^ Osser¥ftfido^ che il pmiotjto ^Ila serie n^ 
divisore non riproduce il dividendo 4 . 

3.^ Che non essendo omogenee ledue quantità 0, 

ed 4 » non h p^sstbiie di trovarne il rapporto , o 

sia il quoziente , poiché non si può 9 per esempio» 

dividrre un numero di piedi cuttci peiriin numero 

- di libbre . 

295. Per il secondo fo^tc j effettuando r^strazio- 

ne 
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ne della radice indica^ dalia fopinola («4-^)T', si 
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ottiene (siriaKBte uéa serie ingatta •cioè « v* 



» \ M ' /a* *' 4"*^^*idove,sc 4 5ia>i,la serie ri- 
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sultt convergente, e viceversa» il che fi vede- 
re 9 che ^ì paò estrarre una radice qualunque da 
• un bipoiBb sorda > oda un nunsero parimente 
sordo, che si4 espressa persene convergente ,o 
divergeste a proprb piacere : anzi può vedersi fa^ 
cilmente, che tanto dalla divisione di due numeri 
prtfliìi Tuoo per Takro »qua&to dall'estrazione di 

una radice w. ***"* da un numero qualunque si pos- 
sono dedurre per esprìmere , il quoziente nel pri- 
mo caso, e la radice nel secondo ,un numero infi- 
nito di serie diverse tanto convergenti , che divcr- 
' genti , potendosi separare il divisore^ nel primo 
caso , in due parti , 19 infinite maniere , come pu- 
re il nnaxerosx)rda nel secondo caso • 

SE ZIO N E I. 

I>€Ue $eri€ arimmttichc ♦ 

287. Serie Arrfmmetica.è un seguito di termini, 

fra t f^li le eccessive di&re«2e procooloio con 

una legge costate , Se la serie arimmetica sia tà-* 

.ìc, che pigliandosi in essg successivamente le di- 

fcrcnzc dei termini contigui , di poi le differenze 
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delle differente i- e cosi fn seguito, si giunga a 
delle differenze costanti , dicesi serie algebraica, 
e questa specie di serie arìmmetfca è di un uso 
assai pili esteso delle serie arimmetiche , le qua- 
li Don hanno differenze costanti . Fra le serie al* 
gebraichè si distinguono diversi ordini. Quelle se-» 
rie arimmetiche , in cui le jprime dfflferenze sono 
costanti , diconsi serie Algebraichedi primo ordi- 
ne; quelle, in cui le seconde differenze spno^costaa- 
ti , diconsi serie Algebraiche di sepond'ordiné , 
ed in generale , diconsi serie algebraiche delPor-! 
dine w»"mo le serie , in cui sono costanti le diffe. 
renze ». s'n>« . 

288. Fra le serie Algebraiche si debbono anno» 
vcrare le serie ricorrenti cosi dette dal Celebre 
Moivre, che ne ha trattato in modo particolare ; 
perchè per ottenere ciascun loro termine, basta ri- 
correre ai termini precedenti , essendo ciascuno di 
. essi una funzione qualunque dei termini , che Iq 
precedono • Di queste serlp avremo occasione d( 
parlarne, quando esporremo il mctodadi svilup- 
par le fiinziopi in serie , 

LEMMA. 

S89. Essendo 5 la somma della serie , se fn^es-- 
sa pongasi n— i in luogo di n , ed il risultato, che 
sia X, si sottragga d^ S^ la differenza risultante sarS^ 
sempre uguale al termine generale. Dìmostrazknt^ 
Ponendo »— ^i per w in 5 , la sommai, che si ottie- 
ne , è Insomma di tutti i termini della scric stessa, 

eccettuato il termine n.""*^ . Dunque la funzio- 
ne S — s rappresenta il termine «/'"'^ della serie 
stessa , ^ perciò ne è il termine generale • V^m 
.q^^$tQ yeniamo al »?g. 



, apo. ^wif% Trovare le fornaolefcsprimenti i> Jer- 
«miDi generali 9 e le somme generali dellci serie .àìgt:. 
briche. '^ . ^ r r. :!; _ - 

Soluzione \. Povcodo ^ssw ItttMmpM general^una 
funzione di\ ». jale , che posto w=:o ,>nch'cssa di ven- 
ga-o, si supponga prìmieralnentc ., ' ch^ Jinrz^^ 
presenti la '"somma gemerai e df uria serie^Algèbf ica*. 

* Si avrà T=: Un^^^ («— ?) = .^ j/dunqne la serie , 
"tff cui jasomìtià generale è t^i'*è composta dftcr- 

mìrfi eguali oi^^y w^., &ct, ^-vr^v — r' 

. Sia adesso la somota rgeiie^i:!^ espres.sa^ * per 

u4ìh\-Bn^, ; sarà Ts: ^^-^B-^Bn y dove .se per » ri 

;sosticuf scotio siKcessivamentei numeri; naturali vi)^ 

nasce una serie, algebrica di' prim'oijdine. «^rlrifiU» 

^^jB , w^+y« , '^+7-8 &c» Dunqiire oeU^e ser* 

algebriche di prim* Ordirti . i l.itf emine geiierafedi 

\^ — 5+aJ?»j e la somm£^'L.'^^n/^Aé i - rr . .d 

-, Supponga:si,v^;?-f-Bii^-4^^ spnjm^ generate;df um 

serie ; opcrando$come sopra :ì si avrà T 5:*/*-^-^ 

..4-2^«+jC«Hr3^'**^'^^^> sostituiti rper ;a<Ì4ii« 

r meri natura)f,,«i:.deduce ia serie algebrica dl^conito 

; ordine ^^^B^C , u^+jS+tC V^^-j-J^+^P^*^» 

Dunque nelle, perie algebriche di secónd'ordimeji 

ha; il tertoibe generale espresso- per jv^-rri? 4*^ 

- -f- (aJB+f Q n^^Cn^ , e si ha La '.somma gcnerabe 

• espressa per ^n-^Bn^-j^Cn^ .. Ktiìi.%\i\sz stessa ^r)- 
. tra vedersi , che il termine gen^itje di una.serìe di 

terz'ordinc è ^— jB+C-rZ)+^** — 3^+4^) »+ 
(3C— (fD)«*— 4D»^ , e che la somma generale: jè 
•^«-|-£«f 4^C»^-{-£>»4 • In generale, riduceoda.la for- 
inola del termina generale jja fqrma seguente^sijavrà 
Ts u4—{B^iBn) + { C^'} Cn 4^ j C«'>— (2)~4JD^ 
. +6/)«^44 i)»^.) 4 &c.-f.^C»~i)'^~^>i%i(U() 

fc »^»4-i»*4-oi\+ z)i>^-^. &c. M»m.; n »f ti (p) 
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'" «^r. Dà tuffo' ^ste si Yaccogtie , cÉic tinase* 
rie afpcbrJca deirorrflne Mr deve àvett per termine 
generale una funzione dl«, in cui un termine sia 
tiostatité , je gtl attrf tìcno iterati delle successive 

poitntt di » fino, alla potenza ?»♦""** , echcde-^ 
ve avere per somma generale un? funzione di»t^- 
Ic^ che incessa man termine sia' costante , ma co- 
'fji^ia^do dàr^primo, ciascuno sia dotato del- 
le potenze successive df n fintai grado m-^i^^^ • 
^19%. ScaL A quàfunque termine generale si può 
dare quella forma iiKJetfrminata , che si vuole, pur- 
-ehè si abbia riguardo alle potenze di » , a tenóre dì 
tjtianto si'è detco df sopra , poiché gli opportuni va- 
lóri déUé hiktemin^t Ji,S\C &c. compensano la 
Idlversfcà dellaformà . Qtlndi nella ^fdrmcla esposta 
del termi ne "geirerafeCc^f) si possono rendere i segai 
tutti positivi^ eVarà'-egikfmentc iJ Hsukató unafor- 
wWgéneraUssìmadel termine generala , cioè si po- 
trà egualmente supporre in generale .•.; 

ifórmoia usata da pareéchj ai gebr listi • ^ 
:^ iCiò ,- che vi è tf -incomodo è, che variando a pia- 
'accre laforma dsl tarmine generale^© quella "della som- 
ma *^conrvien poHjfperné i&Cerminarc inconseguenza 
ila forma deir altra fucradotre, cioè vanando \\ ter- 
wn«^ncraJe^>isognà ^apcr variare opportunamente 

ila somma, evkevcfrsai 

Ecco però comesi può questo ottebene . 
. . Essendosi cangiata la forcola (^) nella fcrrtiofa 
<*4') , (lo stesso vafc per ifcasojchesi catrgi ia^brmo- 
H (0) tó im'al tra qualunque (**)) si ponga 

'■ ',* Fac- 
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Pàcclasi ii£i IR ambedue le forinole (%A^ e (C) 9 e 

«i eguaglino idue risaltati; di poi facciasi 1^x2 ia 
ambedue dette formole , ed il risultacodellaformoia 
(C) si eguagliata somma di <)uesco risultato coi pri- 
mo; si faccia ifr:3 , e si eguagli II risultato della for- 
inola (C) colla somma dèi tre risultati precedenti del- 
la fbrmóla («^) ; ed in generale si faccia fi;sm 9 ed il 
risultato della formola (C) si ponga eguale alla soni- 
ma dei rìsuHati delia formola (jì^ ì derivasti dalie 
sostituzioni successive di 1,1» 3 94 ••••« » ip 
'luogo di » • 

Si avraaiio cosi tant^eqoaaioni di primo grado, 9 
quante sono le quantità ÌDdeterminate*.>f,.i}9 C^&lc. 
che perciò per il (ji. %o. ) si potranno determinar fa- 
cil niente* 

* Con questo metodo ti troverà » che la forma della 
«omma corrispondente alla formola (^^) è la seguente 

>f£.f»-h*)"-T-<2!!!* .... (*0 formokche di&risccda 
quella del termine generate in questo solamente 9 
the le indeterminate £ , C , D &c. » che nella for- 
mola del termine generale esistevano isolate 9 sono 
moltiplictte per una potenza di n espitisa dall' pe- 
dine delle stesse indeterminale; ondeJB, che è la 
seconda indeterminata 9 è moltiplicata per n\C che 
iè la 3:^ è moltiplicata per »•* , e cosi in seguifo. 
',%\ può veder questa formola dedotta dal Ch. Signor 
Cavai ierLorgna nel primo,Tomo degli Atti dellaSocic- 
tà Ital iana» dedotta 9 dissi, con grand^appara^ di Téo» ] 

remi dalla formola {ot^) . i 

Vediamo adesso, couie si possano determinare \ 

Je quantità u4^ ByC &c. per mezzo di quantità di« j 

•fendenti, dalie serie stesse 9 affinchè) data una se^ 1 

rie si possa trovare immediatamente il di lei termi- 
nile generale f e la di lei somma . apj. li 
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ipj; Tfùhl. Trovare i valori delle indetermina- 
;tcu^,5, C &c. espressi per quantità dipendenti 
dalle scric stesse • 

Sohzìone . Si sosti tuiscanp. successivamente in 
una delle forinole (*>f) , (By. i numeri naturali j per 
cscmpto in (uf) in luogo di » , e si ripetano que- 
'ste sostituzioni, finché il di loro numero eguagli 
'quello detlc indeterminate ; cioè fatto sì eguagli 
cia.^cun risultato al suo terminecorrispondente del- 
la serie data 9 e si avranno tante equazioni di pri- 
mo grado , quante sono le indeterminate , e perciò 
<(c^ si potranno determinare . 

Vediamone la pratica . .. 

Cominciando dalle .serie di prim'ofdine si ha 
T^ ^ — B-j-2Bn , ed ^ =: ^n-\-Bn^ . La serie gene- 
rale data sia a , a^b , tf-f-zA , ^4-3* .... 4-f «5. 

Pongasi in T , ns:i , e si avrà l'equazione ^^3 
=tf ; pongasi te2, e si avrà ui^^B^a-j-ù; dalla 
prima sì deduce i^rui^^B , e sostituendo nella sc- 

I I 

conda si ottiene B = — b ^ onde u/^^r— ~£,e per- 

CIÒ r=r^— .*+*«=^-f (»~i)*. ed S=:an^ — b n 
I («—I) . * 

+— in* s an-U n b . 

a ' 2 ■ 

Avendosi una serie di second* ordine , in cui si 

.Ila T^'—iB^iBn) + (C—jCn-^-jO;^) , ed S^^n 

^:\-Bn -\'Cv} , ed essendo data la serie a , a^b , 

^-f-ai +f . 'J+J^+J^ &c. , fatte le sostituzioni 

^si ottengono le tre equazioni ^-\-^B-\^Cz:a , \A-\-iB 

.4-7^=^+6, -^+5^+i^C=^-f ai-f^r , dalle quali 

: . Ili r 

.se ne inferisce ./fr^*— — 44- — e • 5=: — b — 

i ' 3 ' a a 
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ir , i 

tyC^-Ti quindi risulta Trrt— ^+rr|-*»— ~ ^ » 

+— c»^ rtf+ («—I) é+ ^~7^" ^ &c-^ «<i 

I II I 
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(n — I) («— 1)(»--22 

Si applichi lo stesso raziocinio all' equazione di 
terz' ordine , e si troverà.... T sa + (" — ^) * "h 
(„— i)(^_iX (»^ i)(»-— 2)(»— 3) , 

2 ^+ a". 3 

Dopo di questo riesce facile il conoscer la leg^ 
gè , con cui debbon procedere le formole deterr 
minate del Termine genarale , e della somma gc- 
rale di una serie qualunque a differenze costanti . . 

2p4. Il metodo è generale , qualunque sia !a for- 
ma di tali funzioni , e nei casi particolari . altro 
non si richiede , che sostituire i valori del pri^mo 
termine ^ e delle successive differenze , fino alPul- 
tima inclusivamente, il che , siccome si suppone 
data fa serie, si può effettuar facilmente . 

2p5. Quindi, se sia richiesta la somma della sc- 

rie 1 , 2 , 3 , 4 ..... n , si avrà Sr "-j-" » ^e sia 
dimandata la somma della aerie i% 2*, 3*^4 •••» 

sì troverà .'5 = ."7+~+'^ 5 e cosi seguito . 

2ptf. 



È96. Ecco pertanto , che data una tferie algebri- 
ca qualunque , si può sempre trovar respressioac 
di T » ed 5 : anzi essendo data una di tali funzio- 
01 r^ 5 si può sempre trovar i*altra» com'è ma- 
nifesto • 

Può però avvenire , che la funzione 7 , o S da* 
ta , sia tndeterminau doppiamente , cioè , che ol- 
tre rindeterminata if » contenga un'altra indetermi- 
nata m ; in questo caso le formole addotte non so<« 
00 di alcun uso » onde convien procedere alla ri- 
cerca dì altri metodi > che possano soddis&re an- 
che a questi casi • 

Cominciando dalla somma » se essa sia doppia- 
mente indeterminata basterà usare il metodo espo^ 
sto al (ii«3oi. Lemma) , e si avrà sempre il Ter- 
mine generale cercato . (Ina sola cosa conviene av- 
vertire , ed è che nell'espressione* di S — s si fàc- 
cia , sempre che sia possibile , la riduzione , per- 
chè altrimenti l'operazione può riuscire inutile • 

n 
Difetto se abbiasi S sr — j— ; si trova TsS — js 

» («— o 

■ ■ 1 * rf -— * 

Se in questa formola non facciasi veruna ridu- 
zione, sostituiti per n i numeri naturali , si ha .••• 

)3 ^5 67 2+ii;-(a j 4 5 5^'-i+«) 

n 
s TTZ » c'^^ ^' Termine generale in vece di dar 

successivamente tutti i termini della serie, a cui ap- 
partiene , dà in questa guisa la somma stessa , che 
già si aveva • Ma se trasformisi la suddetta espres- 

sio- 



. -^ . . • ^^-^ J?I-. 

«ione ITT— 'I"^ > con riikirin a! medesimo deno- • 

' - ■ ■ . - ^ a , ' • ' ' 

minatore , ond' ella diVenga, .—7^^^ \ 

stituirvi per n i numeri naturali , $'t atterrà lascrie * 

2 ' '2 ■ ^ '' 2 i •' 2/ '•'- -2 ■ ■'• . '^ '^ •*'. 

^' 3X7' ^' J3^' ^*'"n^Ì+f ■ 
25^7. Dato ih termine getOératc pw trovar là som- • 
ma si richiede il calcolò Integc'alc . 

In 'molti casi però può esser utile la sofuzione se-' 
guentc, che richiede integrazione, e che ,seb-' ^ 
bene particolare , è però di un Usò" axsai 'es teso V^ 
?p8. TrobL Dato il Termine generale espresso 
perla formoIa,4»"*--|-*«'''+^»+^«"^"^&c.rrovar ''' « 
la somma 'generale della serica cui esso appartiene. 
Soluzione . Suppongasi S zzM^^^-{-Bn^ ........ ' 

C»"^'''+Drt«*'* &c. dove ^,B,C &c. siano quantità . 
da determinarsìjsi avrà perii problema antecedente • ' 
f-teaB«^+&2"»"'-fctt"^"^-fec•:?^»'9*•!^^5/l?>*'-^ 



( 



i '" ' '2. 3 . 



j -t-/)fl™""* ... 

c^(i»-|Ji>"'«_L^^(w-}-i>'»-»-t-l4w-f-,)«,(H,,i)»m"»&c, 

.2 - _ ' • t • a " ' ^ ' 

Fac- 



Facciasi eguale ^ 2ero ciascuna colonna vertiet- 
4 1 b 

le, e 81 av*"^ *^ =^JirÌ » ^^T^ "^m" * ^ ^••*"' 

Esempio . Sia la serie i«,a",3"*.4"'>5™ &c.»« 
il tcfìnine generai è cissendo n^^B^e^i &c.sono^cguaK ^ 

I I i 

a zeiifóqttindi.%^T: «^'+•^+7^»»''"^ *c. 
dove «indica raatiifestamente il aumfro de*terminii 
di cut é composta la serie • 

Se nidi , ìa sornina delia serie x, a, j» 4. &c. 

Il 

risulta Ss—n^^ — «j sew^a la somma della 

serie i%a%3%4» «k. if% risulta fc—«'+-^»*-.^ 

*\-^n , come jopra (».. . ) e cosi dell'altra serie. 

Sp fouse M^ •© wanirebbero tutte le potcn» 
n™,»"*"' &c. in paragone di »"*** , e la aommà ^ 

diverrebbe^—; 

299; La formola generale di *, vaie aacora,ca- 
me Si vede , per fl caso di m fratto , cosicché se 

fi -^ 

w sia r— , si avrà la somma della serie i ^ , 

L l l Z P q P^ 

I ^ i p p—q 

4-7 » ~" 4-"* "" n 'Scc. somma, che nel ca- 



so dinsteo diviene =j TTIt-oo " • 

390. ScoL Nella formola esposta («•jop.) si coa- 
. tiene la soluzione del seguente 

TrobL Trovar la somma di un numero qualun- 
que di termini in progressione arinimecica natura- 
le j ciascuno essendo elevato ad una medesima po- 
tenza qualunque . Questo problema però ri può 
, sciogliere anche nella maniera seguente . 

Sia la progressione arìmmetica qualùnque a , i, 
r , (f , ^ j /> ^— ^ • Siccome ì numeri naturali dif- 
feriscono di un'unità , dovrà essere , i»=g-\^i » 
g- /4-1 , / = e+i &c. quindi «^ = 5W-}-wg*''+** 

(iw— 1) (w— 1) 

m — r--g™"'+ &c- : g™=/™+ wp-'+i» — 7— 

f™"^ &c... /"*=e™4-J»e™"'+w ^ff^^^^àc/onde 

2 

facendo le sostituzioni ne deriva 

2 
+w(w— I) (w— 2) (g™-^+/^-^4.e™"^+d"^"^ &c.) 

2.3 

espressione , che fatta 5 eguale alla somma di tutti 

i termini , risulta dalla forma 

««»= rt™-f W (Sm-i— v™"»)-f |»(W7— I ) (S"»"*— .;>n^-») 

». 
^«, (w— 1) (W— 2) (5"^"^ — 0»"^"^) + &c. 

'2.3 

di dove , se w=:2 si avrà 5, se f»z:3 , sì avrà 5* con 
sostituirvi il valore di S ottenuto nei caso di m=^2 > 
e cosi &c. 

N Ecco 



Eccone le formale per estesa. * "*- ;. 

jat. Volendosi la somma semplice delle quan- 
tità a.biCjd.... a si deve porre m=sz y e con ciò 
si ha ft>*=tf* +a (s — v) -f- a? — :i 9 perchè j™"* — 

=:i-f-i+i"j-'i+^"H^ Si— tf .. Volendosi la somala 
dei quadraci di ciascuna delle sudetce quantità si 
avrà m=^i , e nella formola «Va^-J- 3 (j*— a»*) 
-f-j (x— ^) +*— ^ , si sostituirà !l valore di s ^ 

trovata di sopra, e si avrà »*iìtf*-f"3^~'T ** ' 

151 I 

— t" —•—«»-[.— ' 4 , di dove si deduce «'=■-- «* 
2 a ' 2 j 

I I l IX 

4-— 4^+;^<i— Ttf^^-^^*— "^^ » e se questa 

valore si sostituisca insieme con quello di S nella 

formola, che si ha con porre m=:4 > si otterrà 

X X 1 X I X 

cosi in seguito ; d^onde si vede , che dato il pri- 
mo » e Tultimo termine di una serie arimmetìca» 
si può sempre trovar la somma delle potenze 
4i,4ime di ciascun termine. 

302. I numeri figurati, ed i numeri poligoni si 
riferiscono alle serie algebraiche , e perciò si ap- 
plicano ad essi le Teorie già esposte t è necessario 
però 9 che ne diamo qualche nozione |>articolare . 

|o|. La smt delle unità x, x, l, 1 Àcdicesi se-* 
rie dei numeri figurati di prim^ordine • 

Le serie dei numeri naturali i> 2,39 4 &c. ».. » 
dicesi la serie del numeri figurati di second^ordine ^ 

Se in questa serie prendasi la somma dei termini 

. , sue- 



«ucceMiif^mebtó , onde sF abbTa, i,f 4-2» i +' a 4-3, 

i-|-i4"3+4 ^^* ••• ^+^+3+ &c. 4-»> « avrà 
la serie d'?! numeri figurati di 3.^ ordine » o sja 1:^ 
serie dei nuaieri triangolari , i , j , 6 y io. &c. 

Prese le medesime somme dei termini di quest* 
ultima serie si ottiene la serie dei numeri figurati 
di;4.^ ordine , o sia dei numeri piramidali 2 9 49 
xo, 20 &c. , e cosi in seguito la serie dei nume^ 
ri Triangolo-piramidali &c. 

Ecco il prospetto di tutte queste serie . 
Prim'ordine x , i , i > i , t > &c.Numeri costanti 
2.^ ordine i » a » 3 , 4 , 5 > Scc. n Naturali 
3.* ordine 1 » 3 , if , 10, 1$ , &c. criai>golari 
4*^ ordine l » 4» 10, 20 , &c. piramidali 

5.^ ordine 1 9 5 > 15» 35» &c. triangolo-piramidali 
&c. &c. 

304. Sc$Ul fiumeri figurati si pos;soRo ottenere 
diìche in un^ttltra faci! maniera . $i dispoogaao i 
coefficienti delle successive potenze di un binomio 
nel piodo 9 che segue 
.1 . I 
i; a, 1 

I » 4^ ^9 4» ^ 
1 9 5 • 109 IO, 5, f 
I 9 ^9 1$ f ao, if > 5,1^ 
Sic. &c. 

La prima colonna verticale sarà quella dei nu- 
meri costanti 9 la a.^ quello dei numeri natur;i- 
li 9 ia 3«* quella dei numeri triangolari 9 la 4.^ 
quella dei numeri piramidali &c» La suddetta se- 
rie di cifre è*ciò 9 che dfcesi triangolo arimmeti- 
co • Di esso ha fetta uà trattato il dottissimo 
M. Paschal • 

N a s^S* 



305. 1 numeri poligoni* ha mio un'orjgfne poed 
differente . Essi tìs\x\^no dalla sfUÈlÈnz dei cermini 
. consecutivi di progressioni arimmctichc , che co- 
minciano da 1 , come abbiamo veduto avvenire dei • 
numeri figurati, e questi numeri sichiamaiio trian- 
golari 9 quadrati , pentagoni , esagoni &c. secondo, 
che la differenza della progressione generatrice è 
1 , 2, 5 , 4 &c* 

Eccone la generazione in esteso • 
Progress. arimm» generanti, Num. poligoni generati 
1,2,3,4 &c. diff.*i I,}, d, IO &c.Nu. triangolari 
ij 3> y» 7 &c. diff.*2 1,4, 9, i5,ft5 &c.Num. quadrati 
I, 4, 7, IO &c. diff.*3 I, 5, 12, 22, J5 &c.pentagoni 
h y» 9'i3 Scc. di£F/4[i, 6,1^9 28,45 &c. esagoni 
&c. &c. . > 

Questi numeri diccnsi poligoni» pere he le unità" 
di cìascui loro termine si possono disporre in for- 
ma triangolare , qvadrata , pentagova, esagona &c. 
Difatto i numeri triangolari si* possono disporre 
cella forma seguente a 



Ij^uadrati nella forma 



I pentagoni nella forma 




iP7 . _ 

3Òtf. Osservindo adesso le serie trovate dei nu- 
meri poligoni > si deduce una facii maniera di tro- 
var ciascuna sèrie senza saper la serie generatrice • 

Difattó si vede, che il 2.° termine dei .numeri 
triangolari è =3 , e che il secondo termine dei nu- 
meri quadrati è=:4 , il secondo de' pentagoni = 5, 
ed in generale 9 che il secondo degli m.gom :zm . 

Oltre di questo si vede, che il 5.° dei numeri 
triangolari è = al 2-® termine moltiplicato per 2., 
che il j.® de' quadrati è =: al 2.° moltiplicato per \ 

2 più I ; che il 3.^ dei pentagoni- è sr al 2.^ mol- 
tiplicato per 2 più 2 ^ che il 3. degli esagoni è =: 1 , 
al 2.° moltiplicato per 2 più 3 , ed in generale » 
che il 3,° degli m.gonì è=: al 2.° moltiplicato per 
2 più m — 3 . Di qui pertanto si raccoglie , che si 
posson trovar sempre i tré primi termini di una 
serie qualunque di numeri poligoni : ma dai primi 
tré termini di una sèrie di questo genere si cono- 
sce la legge, con cui progredisce ; dunque indi- 
.pendentèmente dalla, serie generatrice si può &c. * 

307. Delle due funzioni 7, 5*, appartenenti ai * 

numeri figurati , o poligoni , datane una , si può 
isempre trovar l'altra per i metodi esposti per le * 
serie algebriche , poiché le serie dei numeri .figu- 
rati sono serie algebriche di un'ordine marcato 
dal numero , che rappresenta l'ordine stesso della 
serie, diminuito di un'unità, e le serie poligone 
sono serie algebriche di second' ordine , in cui la 
differenza costante é uguale al numero , che es- 
prime i lati del poligono , a cui si riferiscono 9 
meno due • 



N 3 SE- 



*S E Z I O N E II. 

Dette serie geometriche . 

^o8. Una serie geometrica qualunque si sa » che 
può rappresentarsi per ^K] mAK^ì ^^^ì ^^••^ *^K\ 
o più laconicanienae per ^M!" . 

3op« Queste sericj come le serie arimmetiche» si 
distinguono in diversi ordini : tali ordini poi ri- 
sultano dalia somma j o dalla sottrazione ordinata 
dei termini di più serie geometriche , cosicché!* or- 
dine dicesi m.tiara , se le serie , la di cui addizio- 
ne , o sottrazione forma la serie data » srieno di nu. 
mero m • 

Quindi una serie geometrica di second* ordine si 
rappresenta per la formola ^£"=t:5H°; una serie geo- 
metrica di 3,^yordine per la formola ^X^doBUl^ 
rbC/° , e cosi in seguito . 

jio. La somma delle serie geometriche dicesi 
esponenziale » perchè nella formola , che le rappre* 
senta , la ietterà n ch'esprime il numero dei termini^ 
tiene il luogo di esponente • 

jii. Serie aigebricosgeometrica è la serie» /che 
risulta dal prodotto di una serie algebrica ^-^-Bi^ 
-j-Oi* &c. 4-^J&i® iier una serie geometrica . 

312. Teor. Le serie geometriche di qualun^ 
que ordine sono serie ricorrenti del medesim' or- 
dine. 

Dimostrazione • Per rapporto alte serie di prim* 
ordine si vede subito , che qualunque termine 
moltiplicato per M produce il termine susseguente. 

Per le serie di 2.^ ordine , sia un termine i)ua^ 
luftque espresso per .ÀJCdt::Bfi°; il termine anteceden- 
te sarà ^K^'^^dszBif^^^ ed il termine antecedente an- 
che a questo , sarà .4K°"* d=^H""* . Il primo^K""* 



arSH*"' , si moftiplichi per iC-f-H , ed 'ri 2.* ^K!"^^ 
rfc:5H°"* si moltiptìchi per — KH y e la somma dei- 
prodotti sarà =: ^fdtzBtì!" • 

Per le serie di 3*^ ordifle sia uri termine ^mx-^ 
lunque ./fiC''r±:i^H"drCi'* ; i termini, che lo prece* 
dono, si moltiplichino, come segue 

(.^r"^ t±:i?H°~^ ±.cr"^ )X^H/, si sommino que^ 
•ti prodotti ;, e si avrà ^K^dt^WdizCf' . 

Egualmente riguard^ alle serie di 4.° ordine, 
qualunque lor .temine risulterà dalla somma dei. 
quattro precede^nti , Tultimo de' quali sia moltipli-: 
cato perJ:-}-H+/+I, il penultimo per 4........... 

^(A:/z4.if/-f^Z;-f-H/-4^H£4r2£+) r antepenuUi^ 
mo per KHi-l-KHL'j-HlZ , e finalmente, quello , che, 
precede T antcpenultimo per — KHIL . 

Lo stesso vale per le serie degli ordini superiori, 
onde si può concludere generalmente &c. &c. - 

31J. Osservando adesso il modo, con cut ciascun 
termine risulta dai precedenti si può concludere in 
generale , che in una serie geometrica delP ordine 
n.fimo qualunque termine risulta dagli n termini, che 
lo procedono in questa guisa, che gli ultimi di essi, 
cominciando sempre di fondo, sia moltiplicato per 
un numero n di qjuantità date AT , H, I, i &c. 
li penultimo sia moltiplicato per la somma dei ppo-* 
dotti delle medesime quantità combinate a due a due; 
r antepenuttimo per la somma dei prodotti delle sud- 
dette quantità combinate à tre a tfe , e cosi &c. con 
TalternazioBe dei segni . 

3x4, Trobl. Trovar le formole del termine; 
e della somma generale di qualunque serie geo« 
metrica» 

N 4 S0^ 



Saitizione» Dato il prfmo teronine 4 / il ou- 
mero dei termini n, e il denominatore i» , si vi- 
de {«.275.) esser r=<ii»""' , con altre tre fbrmole» 
c}ie possono esser d' uso anche esse nella pratica • 

a 
Ivi si trovò pure fra le altre formole S=:*~'^(fn^ — 

se i»>i > cioè se la serie sh crescente; poiché nel 

a 

caso contrario si ha S =: (i — m^) . 

I — m ^ 

' Qualora il denominatore della serie sia negativo, 
e che perciò i termini procedano con segni alter- 
nativi, ambedue fé sudette formoli potranno ser- 
vire per ottenere la somma , come si può verifica- 
re facilmente . Se vogliasi , per esempio , la somma 
della serie i — 2 -|-4 — 8-f-i<^ — 32 &c, fino al quar- 
to termine inclusivamente> si avrà dalla prima for<^ 

I I 

mola 5=— (i(5 — 1)=: — j, e dalla 2.* 5=; -7(i-itf)=:— $, 

Non è dunque vero ciò, che asserisce il Signor 
Ùottor Tommasioi (Introà, in ^Alg. Tomo a. §. 73 J) > 
cioè che, se il primo termine sia positivo, si deve 
adopraHe la formola delie serie decrescenti , e se 
sia negativo quella delle serie crescenti . 

J15. Sfo/. Delle serie geometriche degli ordini 
superiori al primo , siccome nascono dalla somma, 
Q dalla differenza ordinata di serie geometriche di 
prira' ordine , i loro termini generali, not^ meno che 
le somme si ottengono con prender le somme , o 
le differenze dei termini , e delle somme generali 
delle serie componenti. Cosi se sieno u^> ^, C, D 8cc. 
serie geometriche di prim' ordine , e la serie prò* 
posta risulti da esse nei modo seguente 9 cioè cou^ 
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fere j['\'B-\-C'^D y li tertnlne generale di que- 
sta serie sarà eguale alla somma dei termini ge^ 
incrtli delle serie *i€, 5, C, ni^no il termine ge-« 
neraie della serie *2> ; il che si deve intendere anche 
delle somme . ' ^ 

Esempio. Sia una serie 9 che risulti dalla somma 
b b^ l^ k^ e e e 

delle fl«e — , ^ , ^ , ^*&<?- * "7 ' jfe * i? * 

e - ^'^ 

fi &c. t il di Iti termine generale sarà ^ 

^ *f ^ i /&" — r"\ eg' 

+— , e la somma sarà TZrcV,~7~y ^-^ 



S) 



(?)•,., 



3 id. E , facile a vedersi , che se la serie suppon* 
'gasi prpdotta air infinito , la somma generale deve 

b eg b 

divenire = ^"-7^4-^7^ » perchè essendo — una 

joo f 00 

frazione genuina , 7^=0, e7^=:i. 

3 17, Nel modo stesso potrà vedersi , che data 

essendo là serie "^, ~ , "^r^ &c. generata da 

tA-\-B^^C come segue 

2, tf, 18, 54, itfa &c, (.^) -j- 
I , 4, 2(J, 54, 25(f &c, (fl) — 



Il t I I 

2 



' 4 V; 8 ^ irf' 3i^^- — W . 

ella deve . avere il .termine geàerale .•••«••'• 



t-»3"^+4"~' —Tv T j "'* » « '* «omma geneillo 

318. Trobl' Dato il Termine generale di una se- 
rie geometrica , trovarne la somma generale , 

Soluzione. Nel termine generale propostosi pon- 
fpi n=i , e si avrà il primo termine , cioè a ; si 
conga quindi «ci ;, U risultato si divida per a già 
trovato , ed il quoziente sarà rf»; sosti tuiscansi que- 

8ti valori in Ss — ^ (w" — 1) e si avrà la ^omma ri- 
chiesta . """"' 4'""' 
Sia,per esempio .T=:7^^ ; fatto fci , si ha 

31 
r=:2=4 ; fatto «ri , T=: ^i; quindi mt: T^-i^ $ 



2 



cd5=— (itf»— I). . 

319. TrobL Data /la somma generale trovare il 
termine generale . Soluzione . Si ponga w^ — i per n 
la dijferenza S— 7^ sarà = T , come nelle serie al- 
gebriche . 

SEZIONE III. 

Delle serie nAlgebrlcO'Geometricbe. 

310. Venendo adesso alle serie Algebrico-geo- 
metriche sì debbono in esse distinguere diversi. or- 
dini ; .Al priiMQ si debbon riferire quelle ^ che rf-. 
sultano dal prodotto di una serie geometrica espres- 
sa per IC^ in una quantità costante */€ ; al second* 
ordine quelle, che risultano dai prodotto di una 
«srj? geometrica ia um scric algebrica di prim* 
i ordi- 



t9J 

V «rdtne; al terzo quelle, che risultìino dal prodotto 
^ 'di una serie geometrica io una serie algebrica di 
secood* or4ine 9 e cosi iti seguito. Posto questo sia 
; jii. TrobL Trovare la formola iodetermioaca 
esprimente il termine generale di una serie alge- 
brico=:geómetrica di qualunque ordine • . 

Soluzione* Siccome in queste serie ciascun ter« 
mine altro non è, che il prodotto dei due termi^ 
ni corrispondenti delle serie componenti , si vede» 
che il termine generale , che gli appartiene, deve 
esser eguale al prodotto dei termini generali delle 
medesime serie componenti . ^indi sarà generaU 

mente Ts (44- («— i) A-f. " ^ r&c.) 4i«""^ 

322. Trobl. Dato il termine generale di unaser 
ìrie algebrico-geometrica qualunque» trovarne la som** 
ma generale • 

Soluzione . Pongasi la somma generale cercata 
eguale aUa formola Ss ( ^ J^Bn-\-Cn^ + Drj} &c. 
>+iii"*) a:"-t-*>^5 dove si pone A:° , perchè a mo- 
tivo della serie geometrica si richiede una quan- 
tità potenziale in », e si pone «>f , perchè nel ca^ 
so di jfs-o, la formola possa svanire totalmente, có- 
me si richiede : per i-iguardo poi alla forma .A^Bn 
^ ^C»^:^Dn^ &c.-f/n*"si vedrà, che ella è legitti- 
ma, ed opportuna* 

. Posto questo si ponga in jn — ^i invisce di n; si 
4oIga il multato 5 dal valore di 5, età differenza 
5— ^=r »i eguagli al termine generale indetermina- 

(n—ì) (n — 2) 
to (4+ (n^i) ^+ — e &c- , ) 4W ""^ , 

pigiiludo io esso mti termini a *f-<»«— t}^-!^ 



ao4 

(n — i)(»-^a) 

e &c. finché la potenza di » giunga al 

grado »f.«««Jo , ed eguagliando insieme patitamente 
i termini affetti dalla medesima potenza di n .Con 
questo si avranno tant* equazioni di primo grado» 
quante sono le indeterminate i/f , fi, C, &c* e 
perciò tutte si determineranno . Applichiamo la 
Teoria alla pratica, cominciando dalle serie algè- 
brico — geometriche di sccond'ordine . 

Il termine generale dato sarà r^-j-w — ib)pm^''^ ; la 
somma corrispondente pongasi ( */£ -f- fi«) a:"— ^ . 
Fatta Toperazionc indicata si avrà •.. S-^szi^^iK — i) 

^5«[-^ir7fi«)X°"' Quindi Bn («— 1)=: bpUy e 

bp 
B = j^ZT; -^(A^— i)+fc<x^A/r , ed yi=ap-^bp 

hp (a:~i) ^bKp 

( ^/^ (^1» — i) — bwp -[- bpn ) 
K^m , e finalmente S:z 7 --5 w*^ 

"■^•^^ ^Z~7i~dove 4 rappresenta il primo termi-» 

ne della serie algebrica, b la prima differenza co« 
stante, p il primo termine della serie geometrica , ^ 
ed m la ragione della medesima . v 

Esempio . Data la serie algebrico-geomctrica .... 
3, 20 , 128 , 740, j J84 &c. risultante dalle due .... 
2> 5» 8, li, &c. I, 4» 1^, 54 &c. sostituendo nelle 
formole trovate 4=2, è =-3 , w=4 , si ottiene .— 

r=(2+3(»_i)4-S ed *=(- 7 + «) 4"+7 • 

Vcnghiamo alle serie algcbrico-gcometriche di tcr^* 

or- 



':'}. 



ordine • I)i queste il termine generale dato -sarà «•• 

r=:(tf-f-<^» — i)i-f- 7 c)pm^''^i pongasi la 

somma S^ (c/^^-B«-|-C»* ) ìC—^A ; fatta libera- 
zione come sopra si avrà 5— -y ; e quindi K=m » C=: 
r^ 2Ì/?(w — i) — cp (jw — ij 



> fc , V 2 , ed iy^ := I 



2ap,( m — i ) * — %hp ( m — i ) -f- 2cpm * , e perei 

2 (w_i) ^ 
&:• 2ap (m-^i) ^—ibp (m — i)-f-2f^w^ + x 

(aijp («I — i) — f^ (3 wj — I) n cp — n^ v 
2 (w— i)^ + 2(m—ì)J 

( lap ( w — I )^ — 2 5^ ( w— I ) + i^/'W ) [ 

2 ( IW J ) ^ 

Esempio . Data Ja serie , ~~ , ' 9 

30. 27 4J. 81 * 22.2 

~ — ~, r" &G. risultante dal prodotto ordi- 

nato della serie atgebrica di second* ordine ~ , ~ , 

z 2 

18 .30 , P 27 Si 

~ , ~ nella serie geometrica 2, 3, — ~> "g" &c. 

3 ^ ' J 

siccome vien data , tf= ~ , t=~ , cz — »,ps: 1 , 

IH = —SI avrà TxQt-^n^) l 7 7 ^ ^^ ^- (14— P» 

+3^^*) V Tv '~*4J Con questo stesso metodo , si 

pò- 



9!m 

potrà dedfirre fa somma dd termine genette i 
qualunque sia l'ordine della serie data • Per tro 
vare il termine generale data la somma » si veder 
CQme si debba procedere • 
.. 323. Scoi. Se abbiasi la serie fratta generale .. 
a adtzi adt:%d' ax^jd a tirici 

T*^ — 'se ne potrà ottenere la somma per il metd. 

do esposto 9 altro non ricercandosi > che sostituire 

I 1 

rfàéjT'kp, ed— adw: con questo si avrà... 

/<f^(i— ^)-— rfj qàn \i ^q(i-q)—àq 

Ecco pertanto, che non è necessario ricorrere ad 
altri metodi particolari, come si usa . 

S E Z I O N E IV. 

Delle, serie fratte ^Algebrìco-Composte # 

'^ {24. Se abbiasi una serie fratta, nella quale ii 
Bumeratori formino una serie algebrica , e i de- 
nominatori sieno i successivi prodotti , che risul- 
tano dal moltiplicare ordinatamente un numero 
qualunque di serie algebriche y una tal serie dicesi 
Algegrico-Composta . 

«Due sot^o i problemi di somma importanza , che 
si posson proporre intorno a queste serie ; il primo è 

325. Vrobl. Data la somma generale di una se- 
rie fratta AlgebficovComposta , trovarne il ter* 
mine generale. 

Soluzione m Soppongasl» che la somma data sii 

In 



"tu , , . . . . .., ■ 

" I p " (questa è la forma più. semplice , jche si 

possa supporre : qualora da essa non derivasse unii' 
serie della natura ,che cerchiamo i-si prenderebe una 
formoia diversa) . Posto » — ^i in luogo di », si trova 
La I(«— I) ML 

^'*"*" M-f-7»/j">-f-P(».i) " M+P(n-i)(Af-}-T»), 

che è appunto il termine generale di una serie, di 
cui trattiamo , e che si può chiamare di prim'ordi- 

i.(»-^i)+5^ (»—»)* 
ne di ». , per » si ottiene (3f^px»-«)) (M+P(«-i)> 
e perciò . 
7= ML—TLn 

4-aMl^» 

(M+P («—2)) (M-j-P(«— ) (Af-f-^») 
Con egual facilità si trovano i termini getieraK 
delle serie , delle quali le somme generali sTeno 

(M-|-P(«— a)) (M-{-P(»— l))(M-f-^ 
^_ ^£»4^»*+^*+l^»f 

(M+P(».3))(M+P(»-a))(M+P(«.i))(M-f-P») ^^' 

.i%6. Qualora le serie componenti il denómiha- 

lore dovessero esser di second'ordine, si farebbe U 

somma generale = ^ , ^^ > ^^, ; Sostituito infaC- 

ti »-*i in vece di » ^ si 4cdncc T^sSU-*. ««i..^^ 



^9 

^-AfZy; — TTp — SLn^ e cosi delle altre/ 

(^-|.P(»— i)-f 5(«— 1)^) (M-^Tn-^Sn^) 

327. Trobl. 2. Esprimere il termine # e la som- 
ma generale di una serie- fratta Algebrico-Compo- 
ila per i termini ; e per le differenze delle serie, 
algebriche componenti . 

L° Solimene . Cominciando dalle serie di prina' 
ordine suppongasi , che le serie componenti U 

denominatore del loro. Termine genera/e 

ML 

i+ji &c a-^b , a-^zb , i-f-ji &c. coisicchè la 
seconda, la quale nasce dalla formola M-^P* inco- 
minci dal secondo termine della prima • 

Per determinare M , P per 4 , e i , si ponga 
nri nella formola M-fP{»— ^i) > © fatto il para- 
gone Voi primo termine della serie corrispondente , 
si trova M:ra ; si ponga w=:2 , e si faccia il parago- 
ne col secondo termine della serie stessa ; si avrà 
VM'\'b — Mz:b\ facciasi la costante AfZ^c , e il 

e 
termine generale diverrà (^_^„_,)i)^«4-i„) ' « '» 

Ln \ f_ 

somma generale J^T^ » ^ motivo > che Is ^ 

Ctt 

prenderà la forma : j^^q:^. 

II, Passando alle serie dì second'ordine osscr- 
TO , che" il numeratore del termine generale 
. - • ML- 



( Af +P («—2)) (M-f P(w— I)) (Af-f P« ) , 
essendo anch'esso Termine generale di una serie 
algebrica di prim* ordiue , qualora dicasi ^ il pri* 
mo termine , e ^ la differenza d^Ila serie da esso rap- 
presentata, si può metter sotto la forma ^-f^'O^* 
Per determinare Af , e P > suppongansi come sopra 
tre serie: a, a'\-Ka'\-iby a-^^b &c.tf4*6, à-^2bf 
4+3^ &c. a-^ib , 4+J* &c. , e nella formola 
Af-j-P (»— 2) si fàccia nz:! , e poi «=:2, e dell'equa- 
2ÌQni M — Tzia» Mzsa-^b , si dedurrà M^a-^bj e V 
zib , e perciò ^-{"C* — ^ 

r=: (4-{-é-f («— 2)i) (.4+*+ ^«~0A) (^-f-64-t») 

Rimane ^ che si esprima per le medesime quantità 

la somma generale ^^^^^^^^ ^"^^^^ ^. 

A quest'effetto pongo »^i tanto nella somma» 
guanto nel termine generale , onde aver Tequazio- 

deduco ^4"^= — 5 ^ P^^ trovare un altra equa- 
zione fra £ j ?{ , e quantità date , pongo ii=a nel- 
la somma generale, e il risultato lo paragono coU 
la somma dei due valori, che provengono dal sosti- 
tuire n^\ , ed n:s.i nel termine generale : otten- 

go I equazione (^_|.,av^ (^^j^) 



^tt lM-\-t(n* 



a (»-i) (»-0 (»-*) / pongo »="(» ed ho 

5- — r — ; Éiccio quindi »=i nel Termine genera- 
le, ed ottengo l'equazione — 5""" = "7 • 0«e"i- 

ta questa , ^fiKcio in S'usa ed ho 5=~j— ^ » 

che paragono colla somma dei due primi termini 
della serie , dedotti^ dal Termine generak con por- 

re nsx, »s», e che è ^^,+ (^_^^^^^^gy 

• , ,, . '^ Trovo £4-2?< 

p(a+b)id-^e)-\rfd^±Ì> ■.-. 

_ . — ;-;; ', onde inferis- 

md {a-^-ì) 

p(.<t-^b)(d-\-e)-^ad(.p-\rq) .p 
«°^= a<.d («-[-*) '^a =•••• 

e perciò trovo finalmente L 

* \ad{fl^h) ; 

Sostituisco adesso f espressioni trovate nella «omr 

ma , ed ho 

%ai*^)\d + — .+ — , . , V 



2r? 

Con un Metodo analogo a questo si trovano 
r espressioni del tèrmine ^ e della sotnina genera* 
le delle serie fratte Algebrico-Composte , nelle 
quali le serie coaiix>nenti del denominatore sieno 
di un*crdine più elevato; e nelle quali il nume* 
ratore sia qualunque. 

Esempio . Si debba trovare . il termine 9 e via 

I 

^omma generale della serie — i *, •••.•••• 

-f* 7 * ?^ • 'ij 

2 __^Z Il 

7.10. 13. 16^ IO. 13. Kf.ip* IJ. i5. 19.22 * ^* 
che avendo i denominatori composti di quattro tef<- 
mini si riduce al Num.^ (Ili) , e perciò sì ha il 
primo termine *Asi , la prima, differenza Bs:6 , e 
la secohda C^4; Il primo termine della primate* 
rie del denominatore è 4=4 « e la: differenza comu- 
ne delle quattro serie componenti è b=:j. Sosti* 
tuiscanti questi valori , e si avrà .••••..•«••%••••*•••••«• 

(w-0 (»— iX»— 2) 

(io-h}(«-3))(io+3(«„2))Cio+j(«_i)Xio-f}»). 

i58o(io-f 3 (>fr-2)) (io-f5(«— I)) (io-t-3») 
— -ip 7« loi* ■ - 

_ (4-f:3»X7+3»)(io+3») 

Esempio, a. Si voglia il termine, e U sooiDM 

generale delia «cric -771, ZTZt, TT'lZl* 

a . j j- «o ...o. .,11 
/ Ò 3 II*. 



*'^- ... 

7 9 . . 

Tjrrt , ~r7n&c. che appartiene ti Nutn *(IV); 

Fatte le sostituzioni si ha psi , ^sa , rso . Itioi- 
tre , pigliando i termini della prima serie , 2* , 
$*, 8' > II' Sic. e le differenze, che oeMSCORO, 
si ha 4., ty, 6^, tal , vale a dire 424 ; ^221 , 

*i» 3P. 57 
18, 18 
rsi8 , e pigliando f tehnitoi della seconda serie 
colle loro differente « si ha 5*» 8', 11* > i4l« 
o sia 25 , <^4, 121, i9(^&c.»« perciò i(±2j,« 3)^ 

39* 57 » 7T &c. 
18, 18 
.Sostituiti questi valóri oeUe fermile <rttVat)e ài 
numero citato si ha 

i-4-e(p*i) 

~f C»-!), C»-i)(»-4)y («-iXn-a)) 

^4 «^ I I 1 É— ^— 1— ^ 

100(25— jp-j^+is^'YTT^ 

S fi Z 1 O N E V. 
Delle Serie Interfotte • 

J28. Interrompere una serre non è altro .^ che 
prendere in una serie d^ta dei termini fra loro 
uguàlniefKe distanti • I termini cosi presi formano 
una serie , che per rapporto alla prima » dicesi In* 
terrotta . 

Cosi pigi iaudo * nella 'stìrie u a, 3i 4> J &c. .. (^ 

i ter* 



ai5^ 

1 termioi prima 9 quiofo » nono &c. fi hjt la serie 
btqrrott^ I9 5> P» i^* &c* (B) • 

3^^* La prioiA co$a » che si pre$epta da osser- 
vare in queste serie è , che in qua}unque modp 
j'iuiterroiDpa regplarajcqte una serip dcll*ordinp u, 
non si viene a muUr punto il 9uo ordine . Cps), 
per esempio > sp nella serie algebrica di prin^'ordini^ 
a, <i-|-è, a-^-iBj ^+3i> /«+4Ì. ^-{-5^ > 4-j-6è &c. 
ai prenda il prfmo » il quarto , il settimo &e. ter^ 
mine , si ha ta sèrie 4 , tf-4~3^' a-^-ób &c. » che 
è pure di prim*ordine ; se prendasi il primo, ter- 
zo , quinto 5cc. termine si ha /a serie 4, a-^-ib 9 
44-4^9 «-f*^ &c. 9 che è di prim'ordinc 9 e cosi 
in seguito per qualunque serie algebrica • 

3JO. Prima di proceder più oltre 9 giova cerca- 
ce una formoja 9 che rappresesentj geo^r^Imente ^ 
qual posto della serie continuata corrisponda un 
determinato termine della medesima interrotta con 
una legge data • 

331. U numero di termini , che si omette sue- 
ccwivameate dicasi /? ; Per avere il secondo termi- 
ne della serie incerrotta otlh serie continuata , si 
dovrà prendere nella serie continuata il termine 
{1'^0'^iy.^^vìo = (/^-|-i)j«fìBio; e. perchè per ave- 
re il terzo termine della aeije interrotta bisogna 
ometter di nuovo nella continuata un numero 
fi di termini , perciò il terzo termine dev'essere il 
(fi^2J^(i^i):MàaM o sia il (4/?-4-j):«#mo della se- 
rie continuata • Per la sceasa ragione il quarto ter- 
mine dev'essere il (3/j^4):«sìiiio , ed in gene- 
rale 9 il temine m.iinip della serie tntenotta & 



r (nkr^i . 0-^^)9^900 4ella serie contirKiata ; Que- 
sto cemuiie pongasi 9: f^ y % datr e^aztiMM ...••.. 

O 4 (w— -I. 



(m — 1 ./?-}-») =; u , datò il posto di un termine 
qualunque in una serie interrotta con una data 
I^ggc 9 sì^^ qual posto esso occupi nella serie 
cbhtrnuata . 

'Se, per esempio, si voglia sapere , che termine 
sia nella serie (yf.) il termine quarto della ser|#(fi), 
nella quale il ^ j basta porre m^^ nelPequ^ioce 

{M — X (i-^-m) =^u j e si ha immediatamente fi=: 13» 
cioè che il termine quarto della serie (B) è il deci- 
mo terzo della serie (^) . 

, Viceversa , dato il posto di un termine nella Sea- 
rle continuata si può determinare qual termine 
egli sia Isella serie interrotta, supposto che vi sia» 
e- che sia data la legge deirinterruzione • Difatto» 

dall'equazione suddetta ( m — i ^+w) := /u . Si ha w 

Sfa rìschiesto , per esempio , che termine sia del- 
la serie (B) il termine nono della serie (y4) , ^tto 
/«=:p , e (i=ii si avrà m^i , cioè ohe esso è il teiv 
ZQ della. serie (£) • 

Posto tutto questo , eccoci alla soluzione di due 
problemi , che si sogliono pcoporre intorno alle 
serie interrotte . 

3J2. Trobt. i. Dato il termine generale di una 
serie qualunque, trovare il Termine generale del- 
la medesima , interrotta con una, data legge. 

Soluzione,. Nel termine generale della serie da- 
ta » si sostituisca (m — i) -jf-m in vece di m , ed il 
risultato sarà il Termine richiesto . 

- 33 j. TrobL »• Dato il Termine generale di una 
$e;:ie Jnterrotu con ^m dau legge » trovare, il ten 

mine 



mht generile della serie coirtinuaca ; 

Soluzione • Prendasi il Termine generale inde- 
terminato , che appartiene all'ordine della data se*» 
rie interrotta. Vi si sostituisca ( w— i ) /J-f-w in 
luogo di w ; onde se ne abbia il termine generale 
di una serie interrotta espressa da . Facciasi sue-' 
cessìvamcnte m^x , =2 , =:^ &c, , e 9Ì paragoni il 
suddetto termine generale col primo termine , col 
secondo , col terzo &c. della serie interrotta » fin-' 
che si abbiano tantVquazioni quante sono le inde- 
. terminate del termine geneirale ipotetico ^ deter- 
minate queste si avrà il termine cercato . Sfa da- 
ta , per esempio , una serie interrotta di second' or- 
dine ; si prenda il termine generale corrispondente 
44-*»+^»* (n.joa.) ; sostituito (w—i) 0-\^pg {^ 

vece di » si ha4-|-* X(>»-i).i-f-iw-f fXCwi) 3-^w^ . 
Facciasi i»=i , =a , =: 3 &c. , e posto , per csempiog 
/?=:4 si avranno T equazioni i.* a-^hj-cs z\ l^ 
termine della serie interrotta ; a.* a-\'6b^}6£ 
s:al a.** termine j.* a-^\ib-\-i2ìcszzì j.*^ termine, 
c^l# qua!i si ottiene il valore delle indeterminate 
a^y^c i e con ciò il termine generale cercato . 

3J4. In questo problema si contiene il seguen- 
te : Data una serie Algebrica qualunque , inserire 
fra un termine , e l'altro un numero dato di me- 
dj , in guisa che Tordine della serie proposta noa 
venga mutato . 

135 . Trovato cosi il termina generale si pud 
trovar facilmente la somma generale, perchè, come 
ai vide (ff.302.) , in essa non vi sono altre indeter- 
minate , che quelle» che hanno parte nel termine 
generale. 
Aesta da vedersi ,c in qoad marnerà , ri possa wo« 

dcr 



41» 

dèr continuata una serie fmftt Algelirieo«Conipo« 
su, che sia regolarmente interrotta • 

I I X I 

2 atf* Sia dau la serie — " — T^* V"^ """"^ Scc» 

siccome si sa i,che il primo fattor 5 del seconde! 
termine dev' essere il secondo fattore del denomi- 
natore del primo termine, come pure , che il pri- 
mo fattore 8 del terzo termine de/essere il terzo 
littore del denominatore del primo termine, si ve- 
de , che nel denominatore del primo termine man- 
cano ì due fattori 5,8; esso dunque dee ridursi 

alla forma" ^ ^ .." . Per la stessa ragione il $e- 
a.j.S.si- g^^j^ 

condo termine dee ridursi alla formaT":^ ~,eco- 

5* o«i i*i4 

5 • B 8 . II 

fa degli altri, come segue — g;^ , ^JITT; ^ 

II .14 14* 17 ' 

r-~- — j &c. &c. 

-$. II. 14. 17 Vii. 14.17.20 

. 947* Ma supponioiiio , che sia dato il tern^iniqi 

generale di una di queste serie interrotte , e sia, 

a. 

tori , che mancano nel denominatore son'o ikf-f-IP 
(w— i) ^M-^-VOi' — 2) , si moltiplichi sotto , e so- 
pra per il prodotto di questi fattori , ed il risultato 
^( Af-fP («—!)) (ikf+7> («—2)) 

s»rà il termine geaer>ile della serie cantinuai^ *. 
Per render compitele serie , dì cui^tratiiamo , con- 
vìn dimfuè seguir la mgph > die jiegue » 



fregola . <^alora tnaactif uno , o più fattori 
ifitrrmcdj nel denominatore del termine generale 
di una serie Fratta Algebrico-Composta , si molti- 
plichi il numeratore , e il denominatore del me- 
desimo per i\ prodotto dei fattori mancanti. II ter- 
Ttììfìt generate trasformato somministrerà ì termini 
della serie, composti di tutti i loro fattori • 

SE Z t O N EVI. 

Della maniera di sciogliere in serie ie funzioni 
polinomie . 

• 338. TrohL Si dimanda i come si possa ottenc- 
n revoluzioite incerte di una funzione di jr della' 

X 
forma — , dove a: comprenda ir , ed abbia per ii 

meno due termini • Soluzione • Mei. h Facciasi 

X 

-r-u^+2Jy-f C;r'&c-, e sarà X=:Z(^4-Ay+C^*&c.} 

Facciasi la mokiplicazione » e la traspostzioas 
in un sol membro 9 e si avrà un^equazione a coef« . 
lìcienti indetcrminati , ciie basterà verificarla , co» 
pe riesca pia comodo , a tenore di ciò 9 che ai 
disae (».8i.^ . ^ 

J39. Scoi. X. 9 Q Z possono essere due scric 
qualunque , ordinate per x » ed il quoiiente si ot- 
terrà egualmente . Si può dunque con questo meto- 
do4ivider€ fàcilmente una serie per un'altra. Que- 
sto soltanto deesf osscsvare , cioè che il primo 
termine del denominatore Z sia crostante 5 percìiè 
altrimenti (appresso ne vedremo Fa ragione ) il -pri- 
xao termine della serie potrebbe risultare irfinito . 

Per ottener questo basterà moItiplTcarc i! nume- 

rat^A 



4»0 . 

ratore della funzione proposu per il primo termi- 
ne variabile 9 sviluppare in serie il risultato, e di- 
videre poscia la serie ottenuta per il suddetto pri- 
mo termine. Cosi » per esempio,se fosse data la fuo- 

wotje fratta j^m(j . ,j^ i ^^a g^^j e si dovesse svoU 

ge« In serie, si farebbe .^^.^^^.gcc^^+B* 

-f^CjT^ &c. j e determinati i coefficienti si avrebbe 
a^bx^cx^ 8ic. o€ B C ' 

- 340. Tr^W. Sciogliere in serie una funzione del- 
la, forma (a-^bx-\--€x* &c* )"* , essendo m un nume- 
ro intero , o fratto j Fatta liquazione , come so- 
pra 9 slformi la potenza nr^ttma di .'ambedue i mem- 
bri ; si. faccia quindi il paragone dei termini omo- 
genei , e si determineranno le quantità ^yB^ C S^c 
341, Scoi. Con questo metodo si formano le 
potenze» e sf estraggono le radici dalle serie an- 
che infinite • Qualora però i termini compresi sot- 
to Tesponente siéno pochi , T evoluzione in serie 
é\ queste funzioni, si ottiene con semplicità mag- 
giore formando.immediacamen te la potènza intera ^ 
o fratta della funzione dua a tenore della formo-^ 
Jà Newfemana . 
- Veoghiàmo a degli esempi • 

Sia da tvolgersi in serie jrriy «i avrà l'equa- 

-^^^^^^JT^^ ^^Bx-^Cx^ 8ic.'^ quindi a::......... 

'M'A^Sx'\-Cbx^+Dbx^ « j ^ 

• ^+^;r+ar» +a* *^* ' ^'*»P<>n«ndo , e fa- 

cen- 



€etidO' eguale a zero cias'cui^a eòle^n^ verticale di 

a 
^efficienti dei termini anologi ^ i^.sr y ^ 3 

a a a ^ ' 'a ' a ' ix 

^ -^ . C-^ , D^^ &c. onde .;•.. q:^ X Y-- 

-|-'T}— -75 4- &c. serie , che si ottiene ancóra per 

mezzo detta divisione , e con moltiplicare a niella 
potenza (b-^xj*^ . ' • . -"^ ' ^ 

342. Osservando adesso il valore di */f s -psi 

vede , che se fosse ft=ro sarebbe */f s ^ -r 00 , il 

» 

che se J fosse variabile potrebbe sempre avvetiu'e : 
perciò si comprende la ragione per cui ti è detto^ 
che il primo termine del denominatore di una fun- 
zione fratta , da svolgersi in serie » non deve essset 
variabile . 

Esempio 2.^ Sia da svilupparsi in serie la fun* 
a + bx 
zione fratta ^ , , ^^^ ; pongasi a -|- 1 jf =: •••• 

uif+Bfx + Cfx^ ^Dfx^ &c. 

+^gX^Bgx -^Cgx^&c. 

^^hx^^Bhx?8ic. 

a b ag 

e si avrà dalle «olite equazioni vf=y, Bs— — ^^ 

valori , che sostituiti nelle, successive equaziont 
Cf-\-Bg'^^h=:0, Df-\-Cg-^Bh=Oy £/*+Z)g-f CJb=ro&c. 
£inno conoscere tutte (e indeterminate rimanenti 

In 



;. In igvoerale, se si» propoitt hfruioat.,..»^. 

fitte al solito le comparazioni si avranno i coef- 
ficMnit dalla 9erìe seguente dì equazioni •«.•«•.•••«. 

£ s AD'{-fiC'\'^B'\-Ì^A^e , le quali tosto che sic- 
no terminati i coeffictcoti del numeratore , prendo- 
no una legge costante ; vale a dire , ciascun coef- 
ficiente vien determinato costantemente per gli n 
coefficienti , che lo precedono • 

J43t Di qui ai vede, che ie serie , nelle qaaU 
si svjlluppano le funzioni fratte comprese nelU 

forma generale ^^^^^^^.^j^i&qij^sonotut 

te serie ricorrenti , e precisamente dell oi*dine mar- 
cato dal numero dei termini meno uno, dì cui è 
composto il denominatore della frazione proposta, 
tìon già dall'esponente piassimo delPincognita del 
denominatore suddetto, come asserisce il Signor Dot^ 
tor Tommasini ( Introd. in Mg. Tom. 2* §. 65i.) poi- 
ché se nella frazione delP esempio a.^ pongasi 
^0, sebbene T esponente sia eguale a 2 , l'ordine 

a'\-bx 
lìdia serie è il primo, e la frazione TTuS P**^ 

essere ottimamente genuina • 
• Esempio 3.^ Si debba esprimer per serie 

i/i-f jr .. Neirequazione y/TIf^-^-fJjjr-fC^^&c. 
si formi il quadrato di ciascun membro >e&i avrà #•• 



•4aj 

X fi* 1 

quindi c//=l , 2.^5=1 , e fis ~ : ^-— "T^T"-*— ^' 



344* Era facile a vedersi, che il primo tcrinintt 
delle serie doveva risultare =i , e perciò si pote- 
va porre con vantaggio f^/i^xzn-^ ^x-j^ Bx* 
*^Cx^ &C* e si sarebbe trovata con più di seni- 
pljcità la serie stessa. 

345. Si poteva ancom sostituire 2^:-}-^* in \^^* 
go di jir in ambedue i membri dell'equazione ipo- 
tetica, e cosi dispensarsi dalla formazione della 
potenza quadrata « In qualunque modo però si prò. 
ceda , si ottiene sempre la medesima serie , espri- 
mente il valore del radicale proposto, 

34(J, Scoi. Il metodo esposto del l'evoluzione in 
serie è ciò , che dicesi metodo dei coefficienti in- 
determinati, o. sia dell'equazioni indeterminate » dì 
i^l si è fatto parola al («. 8i,) 

347. MeL Dei divisori evanescenti. Data una fun- 
zione esplicita, che sia, per esempio ^9 funzio- 
ne d'y, per ridurla in serie, si ponga JIT^^/f-f-^-^ 
-^C^* &c. Io ambedue i membri si faccia xso , e 
si avrà il coefficiente ^^ uguale a ciò» che diventa 



. X nell^ipotesi di :r:=o. Si crakponga nel primo niem-' 
bro il valor di «/€, e avendo diviso tutto perjr» 
si faccia di nuovo x:so , e si avrà B • Si prose- 
gua nel modo stesso 9 e si avranno gli altri coef- 
ficienti • 
Esempio • Sia da svilupparsi in serie la fra- 

*'^^4[IIT'^"PP^"8*^^ aZÌT' ^ ^-{tBm-^Cx* &c.. 
Siccome i due membri suppongotifi eguali » deb- 
bbn rimaner tali per qualunque valor d' x . dun- 

4 
que si i)onga ;r=:o » e si avrà .^s^jSitrasponga» 

a a 
e SI avrà riT"— •"T :sB9i^Cx^'\-Dx^ &c.: In quest* 

equazione parimente i due membri debbon"* essere 
eguali , dunque siccome il secondo è divisibile per 
X , tate dev*essere anche il primo ; si divida per 
X, e nei due risultati si faccia Ar:=o ; si sLvrkBs: 

a a 

+^ • NclP cquazioncTT;^^ =: B-fCx+D.t' , %i 

^nga il valore di JB» e si trasponp;a nel primo 
membro» onde si abbia n — TT'^iX ^ Cx-^Dx*^ 

Riducendo » e dividendo per jr > si avrà «• 

a 
j^JZIb^^ C+Dx+Ex^ &€• : si faccia ^=0, ^ 

' a 

Cs-Tf . Nel modo stesso procedesi al ritrova- 
mento degli altri coeflScien ti . E* questo un Meto- 
do elegante 9 che fiaqui non è stato trasportato dal 

i^'^ Cai- 



r 



Cafcòlo dfjferenifalc al Calcolo Algebrico* 

Qualora tutti i termini del oumerarore, o del 
dctìomioatore , o di ambedue fossero affetti da 
X 9 SÌ separerebbe un opportuno fattore xn x j co- 
me al (11.351) e si opererebbe al solito* 

348. Scoi. Qualora la serie , che si ottiene coli* 
evoluzione divisata , sia convergente abbastanza » 
con prendere alcuni soltanto dei primi termini si 
tvrà un valore assai prossimo al vero ; qualora 
{K)i la funzione proposta sia numerica si potrà 
sempre dare una forma alla medesima , la quale af- 
fretti la sudetta convergenza , e questo con ren- 
dere il primo termine del denominatore» maggiore 
del secondo piùi che sia possibile , trattandosi di 
frazioni » ^ con rendere nel modo stesso , maggio- 
re il primo termine del secondo , trattandosi di uri 
numero intero da inalzarsi ad una potenza . Quindi 

I 
se vogliasi il valore di ~ espresso per serie , si fa- 

II I 

rà ~ =? — T* non già =r 77^ ; e se vogliasi la radice 

5 4ri 3t* ; — 2L 

' quadrata di 5 non cerchiti) già v/S+^ > ^* bfensl 

I . 1 % 4 8 

dove pìg^ìftndo anche dae soli leritiini dalia prima 
j I j 121 

valore, che digerisce più di —i dal valore •~ . 

P Lo 
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Lo sCe$so potrà facilmente vedersi per rapporto 
alle radici . 

349. ScoL La forma generale uf -}- 5jr -f- Cjt* 
^Dx^ &c. •.. n jt™, sodisfo sempre alfintento : non- 
dimeno giova alle volte darne una forma adattata 
al problema proposto » ond'evitare una lunghezzz 
inutile di calcolo • 

Si vedrà con la pratica esser utile alle volte fa* 
re il primo termine uguale ad una quantità detec* 
minata , supporre uguali a zero le potenze alterna- 
tive pari , impari , e cosi di altri casi • 

Applichramo adesso la Teoria esposta dell* evolu- 
zione in.^erie ; e sia 

350. TrobL Estrarre la radice quadrata dal la fun- 
zione a^--{-4abX'^ (óac-^JiA^) x^'\-iibcx^'-{'9c^x^ > 
per mezzo dello sviluppo in serie • 

Soluzione . Sia \/ {a^ -\- ^abx -|- (6ae +4Ì*) Jf* 
J^i2b€X^-{-9c^x'*)=: ^-{-Bx-^-Cx^ y poiché non vi 
può essere nella radice potenza veruna di jr > 

Fatto il quadrato dì ambedue i membri si avrà 
^^ «'+4^**4- ( 6ac^b') x^ ^ iibcx^ + 9c'x^ 
lO-^»-^2^^:t+2^C;c'+a^C^^+CV:Facclasiil 

paragone de^ termini omologi , e si dedurrà facil- 
mente uf=tf, 5=:2i, e njr, e perciò la ra- 
dice richiesta si trova zz a^ib^-^ìc^^ : 

351. ScoL Nel formare il secondo membro detr 
equazione T , bastava prendere tre soli termini : 
in generale basterà formare tanti termini del mem- 
bro indeterminato quante saranno le incognite */f, 
B, C &c. da determinarsi . 

352. Vrobl. 2« Dati due solidi simiti » ed it^e- 

gua- 



»7 
guàli , ed inoltre due solidi ad èssi simili , uguali 

fra di loro , e tali che la somma delle toro super- 
ficie eguagli la somma delle superficie dei solidi 
ineguali , si dimanda qual delle due coppie di so- 
lidi avrà maggior solidità . Soluzione . Detta i (a 
metà della superficie de^ solidi eguali presi insie- 
me , ed i-j'-*'^ la superficie di uno dei solidi ine- 
— guali , la superficie dell'altro solido ineguale do- 
vrà essere = i— ^* ; c|ò posto la solidità de' soli- 
di eguali starà alla solidità de' solidi ineguali co- 
me 2 : (1+'*'^) v/i fh*^* -h(i^^-^W' — •^^sf scio!- 
gano in serie i radicali , e fatti i prodotti si tro- 

vera il conscguente della suddetta ragione r 2 4-"~ 

r-}- — T +*&c. quantità sempre > dell'antecedente 

2 qualunque sia il valor dì x 9 e qualunque siane 
il segno , positivo , o negativo * 

Dunque i solidi eguali contengono sempre una 
solidità maggiore dei solidi simili ineguali , do- 
tati della medesima somma di superficie .- 

La solidità dei primi in confronto di quella dei 
secondi è ciò , che djcesi un massimo , e vice- 
versa>» Delle funzioni considerare con questa rela- 
zione avremo luogo di trattarne in appresso com- 
pitamente • 

SEZIONE VII. 

Del regresso delle serie . 

353» Dare il regresso ad una serie consiste io 
questo : Che quando si ha una funzione di una 
quantità qualunque » espressa per le potenze di 
un^altra quantità » si toovi l'espressione di questa 

P 2 , per 
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per le potenze della prima » cioè che se abbiali 
funzione (Jt) =: vé^^z-^Cz^ &c » si trovi * eiprct- 
80 per le potenze di x ; Sia prioiieramente ». 

3J4. ProW. Data la sèrie :r r: , 4y +4^ 4*^^ 
'^dy'^ &€• 9 e 81 voglia y espresso per le poceil- 
ze di x« 

SolHttone . Pongasi y zz^Ax^Bx^ -\^ Cx^ &c. ; 
lostituiscasi questo valore io luogo dì'y nella se* 

rie /iy+*y*4*^y +^^ ^^- * ^ ** ^^'^ 

ay 3 4/<<iJf4r5tfjr*4.0(f*^4-D4Jr^ &c*N 
iy's ^^bx'-\-2^Blfx^^B'bx^ &c. ) 

•\-l^Cb^ &c.^ = Jt 

jy= ^^^x^ &c./ 

&c. ^ &c. 

JFatto il paragone dei termini omogenei » si trova 
I b tb^-ac $abc — a^d-^$b^ 

&c. ondejf- 7— ;;ri'+ ' ;;s ^+ 

( 5tfi^— a*rf-**jfr^)ot^ &c* dove nei casi particolari 
basta sostituire per ^^b^ r dee. i valori dati • .Sia 
in secondo luogo 

355* TrobL Data l'equazione ax -\^ bx^ -^ cx^ 
-}-rfx^ &c r: /J>+>Jf*4'^y *^* •* debba trova* 
re y espresso per If potenzi di a; , e viceversa % 
Soluzione. Pongasi jt' =3 *^j)f+fiy^-f-Cy^ +0^ &c. 
si sostituisca questo valore nell'equazione data , e 

paragonati i termini omologt si avrà ^i^f^i ,.. 

^^—. ^ ^^. - ^ Sic. qu!ft. 

di 



di SI avrà (li) x^—y + ■ ^, / + 

(^4 -^^j3^c— j4*^/?y-|-.iA?/ji)j^J &c. formola genc^ 
ralis$ima , da cui facendo 4 =: 1, é =: o C5J«>,d=:o &c. 
si ha h soluzione «del problema ancecedeote , % 
che può servire ancora per i casi in cui mancbi«- 
xio i teroiioi pari , iaipari altertiactvamente altro 
non richiedendosi , che tare uguali a jjeroj i res- 
speuivi coefficienti , 

3 S^»yroRData rcquaaione3»"*^4,y'f-^4r- 4-^«^&c. 
51 dimanda X espresso per le potenze di y . ^lu* 
zione^. Si cs tragga la radice «?.wna» da ambedue 1 
membri per mezzo della formola Newtoniana, ^ 
poscia si operi > come per il probi, u 

3S7. 'Probi. Data l'equazione ax ^\^xy'\^ cy? » - 
'\4y^x Sf.c^yr^'^y^-\'ly^ &Cf si dim^mia x p«rjy > 
ie viceversa . Saluzione • Si ponga nel j.° caso x 
^^y+Sy^+ff Sic. ed yzrz^xj^Bp^^^Cx^ &c. 
nel secondo; si facciano le sostituzioni delle poteti- 
ze dell'espressioni suddette nell'equazione propo- 
sta ; si paragonino i termini omologi , e si de- 
durranno i valori delle indeterminate*^ , fi> C &c» 
Lo stesso metodo sf userà, qualora sia data Tequa- 
zipne più composta 4* +fijtfjK -f- cy^p^ -^dy^x &c. 
^fiy-^-yxy^-h^^y^'j' &c., in generale Tequazione 
fl^™/+Ì^"^y*+^^™'y 8iC=^xPy^^fi9cPy &c. 

S EZ I O N E Vili, 

Dell'* InUTpakzhm delle serie . 
358, Emendo •>#, A, C, D, £ &c. due ordini di 

quantità dipendenti fra di loro in maniera , che 
aeiflKDna quantità del. primVdine abbia un deter« 
minato rapporto alla corrispondente dei second'or- 

P 3 di. 



dine , e questo sottoposto ad ana legge comune > 
se venga data una nuova quantità in uno di tali 
ordini , Il metodo , che insegna a trovare la sua 
corrispondente nell'altro , eche^ia perciò sottoposta 
alla medesima legge comune, dicesi metodo din. 
terpolazione • 

35p. Scoi. Si suppone , che non sia data una leg'- 
gc costante, per cui venga determinato il rapporto 
di ciascuna quantità del prim' ordine a ciascuna 
quantità corrispondente del secondo , altrimenti 
basterebbe istituire fra la nuova quantità data , e 
la quantità richiesta una equazion'esprimente una 
tal legge , e dalla di lei soluzione , in virtù dei 
metodi deir4nalìsi, si avrebbe il valore della quan- 
tità richiesta • 

3^0. „ Scoi. Poiché le quantità w^, Bj C, D &c. 
,, si possono riguardare , come ordinate di varie 
„ curve di cui f, u, x^y &c. sieno le ascisse cor- 
„ rispondenti ; anzi » poiché si possono , come si 
„ vedrà, ridurre generalmente le quantità /^ , 5, 
„ C &c. ad essere ordinate di una ste^Jsa curva, 
„ in cai le quantità ty u,x &c. sieno le corris- 
„ pondenti ascisse , perciò le quantità del prim* 
„ ordine le chiameremo ordinate , e quelle del 
„ secondo ascisse 9 o vero le prime funzioni , e le 
„ seconde radici . 

^5, Il metodo dell'Interpolazione è di due sorte: 
„ altro è diretto , altro inverso . Quando é data un* 
5, ascissa*, e si cerca l'ordinata , che le corris- 
„ ponde , il metodo , che insegna a riuscire in que- 
5, sta ricerca , è il metodo diretto ; quando è data 
.,, un'ordinata, e si cerca l'ascissa , che le ap^ 
„ partiene , il metodo , che insegna a trovarla , è 
,y il metodo inverso. Posto questo. sia t 



»3i 
3^1. Trobi Essendo dato un numero qualunque 

di funzioni , ed un^egual numero di radici , trovar 
la funzione > che corrisponde ad una nuova radi- 
ce data . . ' 

Soluzione . L Siccome si suppone incognita la re- 
lazione , che passa fra ciascuna radice , é la sua 
funzione, convien prima di tutto ^determinare una 
legge , la quale esprima generalmente una tal rela* 
zione» poiché altrimenti non isi può trovaje la fun- 
zione corrispondente alla nuova radice , e viceversa^ 
a tenore della condizione pro[^sta . 

IL Per ridurre tutti i particolari ignoti rapporti 
ad una medesima legge comune , basta rappre'- 
sentare la nuova funzione incognita per una fun- 
zione indeterminata della radice y che le deve cor^ 
rispondere , cioè basta porre Y ^ a -^ bp -\- cp* 
--j-(/p^ &o. , dove i termini del secondo membro sie- 
no tanti,quante sono le quantità date di ciascun^ordl- 
ne , il che a motivo delle indetecminate a^b^ e &c. 
non altera punto il valor di Y, ne la legge comune. 

IIL Nell'equazione \ rz a-\-hp^tp^^dp^ &c. sì 
debbon sostituire successivamente tutte le radici 
date in luogo di p , come pure le corrispondenti 
/unzioni in luogo di Y . 

IV. Ottenuto cosi un numero di equazioni egua- 
le a: quello de'coefBcienti indeterminati 4,i, e &c. 
convien determinare per di loro mezzo i coefGcienti 
stessi . , 

V. Determinati i coefficienti si ha la legge, co- 
mune richiesta, che esprime il rapporto, di ciascu- 
na funzione alla sua radice • Trovata questa , si 
ottiene immediatamente la funzione corrispondente 
ad una nuova ascissa con la semplice sostituzione 
del valore dato, m luogo di p . . ■- '- 

P 4 ' Tut- 



Tutta la difficoltà si riduce alla determi nazione 
4ei coefficienti : quindi passiamo 2|d esporre i mc^ 
todi , che possono condurre al di loro ritrova** 
mento • 

362. Metodo I. Sicno date due. funzioni -^^ B , 
e due ascisse ^»» , e si voglia sapere la funzione^ 
che deve corrispondere ad una radice nuova p • 
Si avrà in questo ca50 l'equazione Y 22 tf+^^ : *o 
questa facciansi le accennate sostituzioni , e si 
avranno le due equazioni /^::s.4-Jk*^&:<H-^« • Per 
determinare 4 9 e b si sottragga una daiPaltra» ow- 

de abbiasi , per esempio , — =: fc ; si sostitui- 

ÌA^B) 
fica nella prima, e si avrà 4-|-— — ~r = yf,on- 

Data pertanto . una nuova ascissa p , si avrl 
la funzione corrispondente Y ^ / « ^rX^) ^* 

Date tre funzioni «yf , 5 , C, e tre radici cor- 
rispondenti ty u^ X s\ formerà l'equazione ge- 
nerale Y zr 4-f-i/>-|-f/?* , e mediante, le sostituzioni 
si dedurranno Tcquazioni »y^=:4-(«i»r-|"^^*9. ^ 

Sottraendo la seconda dalla prima ^ si ottiene 
'^ — ''^^ — cCt-^u) zzb : Sostituendo questo valore 
nelk prim'equazione si ha-— — —-^ctuzza^y so- 



stituendo nella 3,^ i valori di a» fiiìh^ nevi^- 

ne 
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sti tutto nelPespressioni di 4, e di £ ti <)ttleiie fi»- 
nalmente 

e =5 ^(fc— X)— 5(r--»)-f-C(/— ») 

(,-«Xr--*X«-^ ' ^"*'* " '^^ " ^*- 

lore di Y* 

Se sieno date quattro ordinate ^, 5, C, Z>^ 
con le quattro ascisse corrispondenti t ^ u ^ x ^y % 
Si formerà Tcquaz ione indeterminata T=r a-j-bp-\^cp* 
-^dp^ j e mediante le solite sostituzioni si avriano 
Tequaziopi che seguono 

4.* D =: 4-f *y+cy*+^^ • Dalla prima > -^ dalU 
feconda si dedurrà T equazione 

tuito questo valore nella prima, e nella terza ^^ 
si hanno Tequazionf 
Bt — ^u 

La sostituzione di questo valore neirequaziooì 6^ 
$ y 4 somministra le seguenti • £^,1 
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^(M — i()ux — B(Ì-^x)fx-\-C(t.^u) tu 

— ^(f— x)(f-f*;)-fCC'— «)('-|-«)-l-</('»+<w-h'Mr) 
IO." </= u<(«— jr) (H—y)(x—i^ 



, (,_-«) (r— X) (f_y) («— jr) C«— i)») (x—y) 
Se finalmente si sostituisca il valore del coefS"' 
ciente d nelPequazioni p. 8. 7. si , otterranno i se- 
guenti valóri 

_j-CCf— ») (r-^)(«— jrKf+«-f VA 
r — /) (?_-») (r—*) («^*f) ((-f-»+*f ) j 

(f_») (;__*) (f-^) (M—^) (»«^) (jc--y) 

(+C it-M) (t^y) (u^y) ^tu-\-ty-\-uy) \ 
— D (t—'U) (r— x)(« — x) (tu-\-tx^-ux) I 
(/— »)(f— *)(/— ^) («—*) (K— j») (*— y) 

(^ («.—«) C«-^) (X_-y) ««y Y 



( 



— D (t — u) (t — X) (« — x) tux J 



Da questi coefficienti si comprende , senza inol- 
trar rinduzioiie di vantaggio , la legge > con cui 
ptQftdc la di loro formazione • * H 



li prodótto delle differeftize del fé radici date 
forma il denominatore di ciascuna frazione esprì«* 
mente i valori dei coefBcienti • 

Il numeratore del primo coefficiente è formato 
dalla somma di prodotti di ciascuna funzione data 
nel prodotto delle differenze di tutte le radici 9 
meno quella , che appartiene ada funzione molti^ 
plicante, R^l prodotto delle medesime radici , col' 
segno alternativo ; onde essendo n le radici » se 
tali prodotti dicansi successivamente /i' , fi' , C* , 
D* &c. e il denominator comune si chiami X > ed il 
coefficiente ultimo ^ , la formola dell'ultimo coeffi- 

dente risulta dalla forma , t ^ &C< 

Se ciascun prodotto J^ ^ 5' , C &c. si moltipli- 
chi per la somma dei prodotti di »•— «i delle ra- 
dici accennate , che dicasi 5', si avrà il coeffi- 
ciente penultimo i- esposto generalmente per la 

formola v ;=: « &c. 

Se ciascuno dei prodotti -^' B^ &c. sì moltipli- 
clii per la somma dei prodotti di »— «a delle me- 
desime radici j somma , che dicesi 5' ^ , si avrà it 

^.^ coefiBcienté x=: ' ^ — ' ■ ■ &c* 

e generalmente il coefficiente w.iìmo sarà espresso 

per la formola J- — : '• ""~~ &cw 

' 3^j. Ma passiamo ad esporre il Metodo diffe- 
renziale di 'Ntwton (Opusculorunt tom. a. opusc. i.) 
3^4. />e^»few«f. Avendosi una serie di quantità 
^,B, Ci D &.c.y A^B , A^C^ A^D &c. 



9t6 

B^^C y it^D -Seti C-p»J» &c. dicoMi étfferenre pri- 
me . VoM .y— 5;=; v4f« , ^—Czs a» ^ C-^D = C &ci 
^i_5i , £'— C' &c. diconst differenze seconde , e 
coti i^ segitiio » 

365. Ciò pQ9Co fi formino le salite cquazioau 
Si sottragga la seconda dalla prima», la terza dai^ 
U seconda ^c. si avrè cosi oo nim^ra di eqpia« 
siopi minore di aa'unità del Dumero deirequazio^r 
Qi date» le quali opn conterranno il primo coef 
ficieote, e ciascuna di esse sarà di visibile per la 
dififerenaa di due delle radici date» 
. Dopo aver^effettuata la dirisione per T apporta** 
na differenza di due delle radici, si faccia lasot* 
trazione come sopra > e si ottfierrà un namero di 
equazioni minore di un'unità dell'equazioni ante- 
cedenti, che non conterranno il secondo coefficien- 
te 9 e saranno divisibili ciascuna per la differea* 
za di due delle radici date • Proseguendo cosi la 
medesima operazione si giuneexà ad un'equazione » 
per cui si potrà conoscere il valore determinata 
dell'ultimo coefficiente, e per mezzo di esso sf 
avranno i valori degli altri coefficienti . 

Esempio , Sieno date le funzioni /^ , ^ , T ,D ,S# 
e le radici corrispondenti r » n , m , j^ » 2« Si avraa« 
PO prima di tutto 1' equazioni 

Per la prima sottrazione si derivano le quattro 
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Divisa, I« prima peir f— • , U »eco«di per « — «, 
la Wria per x — y , e la quarta per y — a , che «o- 
ìio le quattro difFerenzIe dì ciascana coppia di ra- 
dici contigue, si hanno le suddette equazioni ri^ 
dotte alla forma 

^ — iJ 

B—C 

C—D 

D—E 

.><j— B 5— C C — D D — E 
Sì ponga —-——=Fi ^=G, =H, sT 

e si ripetano le sottrazioni . Si otteranno l'equazioni 

= F'—G. 

= G— H 

= H — r , Dividendo, la prima par t^x , la seconda" 
per u—y , e la terza per x — z , le tre addott' e- 
quazioni si riducono alla fomia F — C 

G — H 
-~Si 



Si ponga ;zZ=^'> -HZI^ = -tJ -7Z7 == ^' ** 
ripetuta al solito la sottrazione , si avranno le due 

d (n— 2)-j-e(»*-j-»x-|-«jf — xz-^^yz — z^) = Z— Af 
equazioni , che dividendo la prima per ^— ty > e U 
seconda pcs «— <s , divengono 

Z— .Af 

K— £ I— M 

Posto finalmente ■- — - 5^'j ed ^"^ =0 j e, 

fatta la sottrazione si ottiene l'equazione «^ q 
IO.* ^ (^—2) =:?{— , d'onde si deduce e = "; — I» o 

sia fatto '~ a: P, si deduce e =:P, 

Beco pertanto , che dall'equ azione decima si ot- 
tiene e =:Ty dall'equazione ottava si ha... 

d^7(—? (^-\-t^'^x \^) j dall'equazione 3.* 

la quarta b= F— e ( r-|-« ) ju^ rf ( ^* ^tu-{-u^ ) 

e (/^-^r2^-|^«V-[-«3), e finalmente dalla quinta si ha 
a =: ^—bt—ct^—dt^—ef^ . 

E' facile a vedersi , che il metodo è generale . 

^66. Niente meno facile è il discuoprire , che 
questo metodo convienie precisamenrè col primo. 
Per convincersene basta sostituire nell'espressioni 
trovate de' coefficienti 4, A, r, d, e invece del-^ 
le lettere /^, F, X, 7^, ^, i loro valori, e fare 
Je debite riduzioni» che si vedranno l'espressio- 
ni 
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hi de* saddetti coefficiènti risultare le medesime 
che quelle , che si cipvarono col primo metodo t 
Del Metodo inverso .dell' interpolazione . 

357. TrobL Dato un numero qualunque dì ra- 
dici con le loro funzioni , troyar la radice cor- 
rispondente ad una nuova funzione data • Soluzione. 
Per la soluzione di questo problema , dopo che 
siensi fatte le operazioni praticate in virtù del 
metodo diretto, altro non rimane ^ che risciogliere 
un'equazione di. un grado inferiore di un' unità 
al numero delle quantità di ciascun' ordine , poi<o 
che l'equazione finale è:,a-\~bni-\-cni^'^dm^ &c.r: K 
la quale ha taciti termini quante sono le quantità 
date di ciascun ordine . Per la soluzione poi dì 
una tal' equazione si richiedono le regole dell'Ani 
lisi, di cui tratteremo, in appresso. 

358. Scoi. Siccome non 5f. ha una soluzione ge- 
nerale dell'equazioni suf^eriori ai quarto grado , cor 
me si avrà luogo di vedere a suo Juogo , giova 
assai , ridurre la soluzione del metodo inverso dell' 
interpolazione , allorché conduce ad un' equazione 
di quinto grado , giova , dissi , ridurla ad altra for. 

' ma, onde non richieda, che la soluzione di un* 
equazione di quarto grado • 

L' artificio , che si deve adoperare per riuscire 
in. questa riduzione, devesi a M. de la Calile 
(/4str. T. 1. Sect. i, Ca. ii, §• io5» ) , ed è concepito 
in questa maniera • 

In vece d'interpolare! termini dati, si applichi 
l'interpolazione alle di loro differenze ottenute pei? 
mezzo della sottrazione della prima funzione dall' 
altre funzioni , e della prima radice dall'altre ra« 
dici : queste saranno di numero inferiore di un' 
unità a quello de' termini datì^ onde l'equazione 

fina- 



finale liDui tante sarà aneòf^ essa fnftriore (fi utì* 
unità > e perciò, se operando su i termini dati ,8i 
arrivava ad un'equazione di quinto grado, si arri* 
vera in qoesta guisa ad un'equazione di quarto • 

Fatto que^o» si vede, che altit> non rimane j 
the aggiungere al valore trovato il valore della 
prima funzione data ^ onde aver il valore della 
funzione richiesta* 

Pigliando le seconde diffbrenae , Tequazìone fi- 
nale si verrebbe a deprimere di due unità , e co- 
3l 111 seguito . 

Il metodo é generale , cosicché , se V equatro- 
ne finale risulti del grado n , si può essa per mes- 
«o di questo m<Jtodo ricondurre al grado « — i ,c 
replicando P operazione sì può ridurre ad ungra^ 
do «— wf ; e questa riduzione è utile non solo quan- 
-do r equazione finale supera il quarto grado , ma 
è utile ancora quando è di terzo grado ; ed 
inoltre è utile anche* quando è data la radi* 
ce , e si cerca la funzione, che gli corrisponde, 
perchè si evita in questa maniera la complicaziou 
'He del calcolo, ' 

• Vediamone nn' esempio « 

Esempio . Dato , che per mezzo delPosservazìo- 
ne , sappiasi , che Mercurio il di 25 di Giugno 
fosse in un punto della sua orbita marcato dai gra, 
di seguenti 1*» j**» 39I • 51'' (dove s indica un 
segno astronomico , vale a dire 30 gradi, o indi- 
ca un grado,' un minuto primo, e *' un miòuto 
'secondo) che il di tó fosse in un punto delTor- 
bftà espresso per a*, 1%^ . 1»* 51** ; cbc il di 27 
• fòsse in un puntò espresso ^>er 2* • 1 8° . aef' . 18' * , 
e il di 1^ finalmente fosse in un punto espresso 
per a^« 14^*48' • 38'!, si vog4ia sapere in qaal 

pun-* 



ponto 4eirorrb!tà Mercurio fosse il di 27<iiGia« 
gno ad ore sette: Si avrà in questa caso /i=:; 25^ 
BrizUf, CTZZjy DiiiiS, rrrt*. y^ J9'. Jl'U 
urriS 12^. 2' . si"; »r:2S rS^. 2(5' , n'' t 
y ti: 2^ 24^ ^ 48' . 38** , e l'equazione da determi- 
harsi sarà Y =3 ii-f-é/^-f-cp^-f-rf/* ; fton sì tarderà 
però a mlere 9 che il calcolo dei coefficienti -è aSé 
sai operoso, e prolisso » qualora si voglia •segui'* 
re li metodo comune : sarà bene perciò adoperare 
H metodo compendioso di M. de ia Calile . 

Ad oggetto pertanto di ottenere la massinM 
semplicità, prendasi r* =: «— ^r: 6"^ . aj' ; prenda* 
«I «* rs y— -^=: 12^. 4(5* . 27", e finalmente »^:sy^-^ 
t=: \p^ . 8' . 47'* , valori, eòe ridotti a secondi , so- 
no t^ = 22j^8o*' , «' =2 45987*' ; x' =c (J8927" : per 
rapporto alle radici 25.25. 27. 28. si avrà B^-^A 
r: y =: I , C— /^ =: ^' r2 2 ; D— /? =: C< =: 3^ • 
• Sostituendo tutti questi valori nelle formole trova, 
te per tre funzioni , e tre radici , si dedurranno fa- 
cilmente i valori dei coefficienti <i, 6, r, e^arantui 

21 i 

asii$ ~, bs:6o — , 4s: 2 2P35"T , e Tequaziotic 

generale X ^a-{-bp'\-cp^ diverrà Z :£ 22935 "T 

I 2 

-ftfo— X-4-15 T" *^ dove sostituito finalmente il 

7 
valor di />= 2 ~=: z.iptóy si ottiene- JCr 52589'' 

Ecco pertanto ritrovata la differenza fra la prima 
funzione , e la funzione cercata : se le aggiunga 
dunque una tal differenza, cioè 2*. 5** 39^- 51** $ 
e si avrà ii luogo deirorbiu, in cui ti deve tro- 

Q^ var 
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var Mercurio il di 27. di Giugno ad ore sette , e sa^ 
rà 2*.ao°.i8i. 

j^p. „ TeoT. II metodo d'Interpolazione si ri-. 
9, du^e a far passare una curva di genere parabor 
,9 lieo , cioè una curva rappresentata generaloien* 

„ te dall'equazione indefinita Y =: tf-j-^/'"f'^^^^^^/^^ 
jj ...up^ per un numero n ài punti AziuDimostra^ìo' 
,» ne . Siccome un punto non può esser dato , che 
,9 perla relazione a due rette date di posiziona, 
„ quindi > supponendosi dato un punto, si suppo*' 
^y ne data l'ordinata , e l'ascissa 9 che gli apparten- 
9, gono : nel. caso pertanto di^» punti dati » deb- 
9, bon esser date n ordinate , ed.» ascisse . Ciò 
9, posto 9 per far passare la divisata curva per n 
9, punti dati 9 si debbon prendere nell'equazione 
99 indefinita tanti termini 9 quanti sono i punti 
99 dati ; si dee sostituire in essa successivamente 
,9 ciascuna ascissa con l'ordinata corrispondente 9 
^9 onde si abbiano tante equazioni , quanti sono i 
9, coefficienti da determinarsi a^ by e &c. ; me- 
99 diante quest'equazioni con uno de' due metodi 
99 esposti si deve determinar ciascuno di- essi cqef- 
„ ficienti 9 e con ciò è trovata la curva parabo- 
99 lica sodisfacente alla condizione proposta • Ora 
99 tutta l'operazione esposta 9 non è altro , che il 
9, metodo d'Interpolazione . Dunque &c. 

370.,, Teor. Il metodo d'Interpolazione è un 
,9 metodo approssimante . Dimostrazione . Neil' 
,9 interpolazione si parte dall'ipotesi 9 che le fun- 
9) zioni , come pure le radici corrispondènti , con- 
9, servino fra loro una legge determinata , come 
99 Io avverte anche il Ch. M. de la Caille («•loj.) 
99 ^^ quantitatìbus aquis intervallis acceptìs, ra^ 
n fio earum 9 qua Inter jacent inter illas. eruitur 
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;, e» hypothesi , quod in^uaUtas earum certam le- 

99 gem sequàtuT . 

9i Si suppone per consequenza , che le funzfo- 
99 ni , e le radici considerate , come coordinate, 
„ appartengano ad una curva determinata , e rego- 
M lare, qualunqu'ella sia. Ora con interpolare 
19 oon sì fa , che Condurre una curva di genera 
/jj parabolico per il vertice delie ordinate propo-. 
9> sce (probi ani. ) . Ma data una nuova ascissa , 
99 l'ordinata corrispondente ( ò viceversa ) , che si 
99 trova per mezzo deli' interpolazione , appartie- 
99 ne alla curva stessa di genere parabolico, alla 
99 di cui equazione ha condotto T interpolazione ; 
99 dunque la funzione , che si ottiene, non è la 
99 vera funzione richiesta , la quale doveva appar- 
99 tenere al la' curva , a cui appartenevano tutte k 
99 altre funzioni, 

9> Per vedere come data una nuova funzione , 
99 l'ascissa 9 che le corrisponde, risulti approssi- 
99 mata , basta supporre, che la curva parabolica 
9) sia riferita ad un asse ortogonale al primo , per- 
9> che in questa guisa le ascisse divengono ordì- 
« '^^te , e viceversa , e con ciò ha luogo il ra- 
99 ziocinio addotto per rapporto al metodo inverso. 
9) Tal funzione però avrà un valore approssima- 
w to , e che si accosterà ai vero in ragione diret- 
99 ta del numero , e della prossimità delle quanti- 
59 tà date , ed in ragione inversa della diversità 9 
99 che passa fra il progresso dèlia curva paraboli- 
99 ca deìerminata 9 ed il progresso della curva , a^ 
99 cui appartenevano le coordinate proposte . Se» 
99 gue M. de la Calile . 

9, Eo propius ad verum accedìtur 9 quo ìnt^T'* 
»» '^alla minori simt 9 & inequalitas terminorum 
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99 (l4t$fum minus IrngHtéris ( tiaè per rapporto 
5, alla curva dctcrmìnaca ) & U^ rtfttpa nrm 
5, wintùT 9 quam reipsa incrementa , vel decrc" 
^9 menta ( sciiices differente functionum datarttm ) 
3, seqnntur . 

,« Difàtto ( per concepire anche meglio la veri* 
3, tà della ragione diretta di sopra esposta ) le or^ 
9y dinJite delle due curve , si possono considerare» 
,) comie due serie » le quali convengono fra di Io* 
,^ ro in un dato numera di termini • Ora in que« 
t, st^ per il principio ; Determinata se bakent in* 
^s ter se uti determinantia , si sa che due serie si 
3) accostano tanto più ad una vicendevole affinjk 
3) tà , ed eguaglianza» quanto maggfore è il nume» 
yj ro dei termini, nei quafi convengono , ( perchè 
,) cosi tanto pfù convengono fra di loro le leggi» 
3, che le determinano ) , e quanto più tali termini 
»> sono vicini fra loro , com' è manifèsto . 

371. Scoi. Si può qui osservare ia falsità di umi 
dimostrazione del suddetto Teorema , con la quale 
H P. Gaudio dai P inesattezza dei coefficienti pre« 
tende di dedurre l'inesattezza deiP interpolazione é 

Egli ragiona in questa maniera ^ 

Sieno date due funzioni y^y B y con le radici 
Corrispondenti r , » » e si cerchi [a funzione corris- 
pondente ad una nuova radice x : si avrà , com' è 

Bt-^An A^^B. 
noto 5 l'equazione ''•'"^~'4-'\r^~ y cr C . 

Posto questo» suppongasi» che sieno date tan« 
to jr » che C , e per mezzo delle tre equazioni 
aJ^bt^et^zz A^a-^bu-^cu^ — B , a^x-^cx^ =:C» 
si deducano i coefiScienti : questi saranno » come 
ben si sa » 
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- Si sostituiscano questi valori nel T equazione 
a-\-6x^cx^ zz e 9 si avrà C=: C, d'onde si vede, 
che questi ultimi valori di 4,^, r, non i primi, 
sonò i veri valc^ sodisfiicienti alla questione • Ma 
io rispondo al citato Autore , che sostituendo i 
valori dei coefficienti a 9 b in una qualunque delle 

due equazioni /^r^-f-i^+^^'s^-^-j-^w-f"*'^ siottie* 
ne parimenti un^equazione identica , anzi che aven- 
dosi » equazioni con 1» coefficienti indeterminati , 
se dopo averli determinati , si sostituiscano i di 
loro valori in una qualunque delle n equazioni 
suddette , si avrà sempre un risultato identico , 
non essendo questa , che un corollario del meto« 
do, per ori si è ottenuta la determinazione de* 
coefficienti : è dunque inconcludente li divisata 
dimostrazione . 

jyi. Teor. Se il rapporto dei termini dati sia 
meramente fortuito > l^lnterpolazione non presenta 
vemn risultato • Dìmòstraziont . Siccome l*inter^ 
potazione dei rapporti particolari di sìngoli i ter« 
mini d'un genere , a singoli i termini delPaltro ge«- 
nere ne compone uno , che gli rappresenta ^ e gli 
contiene tutti , è manifesta , cbe se tali rapporti 
primitivi Siena fortuiti, il rapporto generale dedotto 
da essi dovsipure esser fortuito « onde oc segue ^ 
che fiofùitto debba essere il risultato delL'interpola-* 

(^3 zio- 
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zione » e perciò di niiin significato • 

373. Teor. Se ia relazione di alcuni termini di* 
penda da una cagione, la quale non influisca negli 
altri termini impiegati nell'interpolazione , non si 
potrà , interpolando questi , determinare il prossi- 
mo valore di quelli . Dimostrazhne • L'interpola- 
zione ha per oggetto primariamente di ridurre le 
radici , e le funzioni ad una medesima legge rela- 
tiva , affinchè dato un nuovo termine 9 possa tro- 
vargli il corrispondente , che sia sottoposto , cioè 
alla me(lesima relazione o legge , comune agli al- 
tri termini . Ora nell'Ipotesi addotta , dato un nuo- 
vo termine, non se gli può trovare il corrisponden- 
te divisato , perchè supponendosi , che nel termi- 
oe cercato influisca una cagione particolare , che 
con influiva net termini dati ad interpolarsi , deve 
il termine cercata necessariamente allontanarsi dal- 
la legge comune , e perciò, interpolando non se ne 
può ottenere, un prossimo valore • 
, 37+. j, Questo si può anche meglio compren- 
99 dere esaminando geometricamente la natura della 
9; interpolazione . Considerando l'interpolazione in 
,1 questa .maniera , si sa che le funzioni , e le ra- 
„ dici date si concepiscono,come le coordinate di una 
3» curva determinata , qualunque ella sia , e che me- 
9j diante Tinterpolazione si fa passareuna curva. 
>» di genere parabolico per tutti i punti della pri- 
9f ma curva , determinati dalle funzioni proposte; 
9^ e finalmente che dato un nuovo termine , si tro- 
M va il corrispondente espresso per una coordinata 
9, della parabola • Ciò posto » qualora sia dato un 
91 nuovo termine , e si supponga , che una cagio- 
„ ne particolare agisca nel termine richiesto , è 
«9 patente 9 che esso non potrà più appartenere.) 



39 alla curva primitiva : quindi potrà allontanarsi 
9> in qualunque modo dalla parabola , e perciò non 
„ se ne otterrà neppure un valore sicuramente ap* 
9, prossimato • 

37 j.. Non mancano esempi desunti dalla fisica ; 
con cui confermare l'evidenza del dimostrato Teo^ 
rema • 

I. Un fiume con la sua corrente si dispone i! 
fondo in maniera, che esso acquista un declivio 
dipendente, tutto il resto eguale , dalT azione del 
fiume stesso . Suppongasi , che nel di lui alveo 
entri un'altro fiume, ad una distanza qualunque^ 
dalla sorgente. L'accresciuta quantità di acqua 
eserciterà un'azione maggiore sul fondo , e pro- 
durrà perciò una diversa declività^ 

L'interpolazione def termini appartenenti al de- 
clivio del fiume innanzi all'ingresso del secondo , 
non potrà certamente contribuire a determinar la 
pendenza dell'alveo dopo l'ingresso del secondo 
fiume • 

- II. Gli spazj percorsi da Giove nella sua orbita 
sono sottoposti ad una legge costante : interpolan- 
do però alcune osservazioni dei m^&ti-éi-Giove in- 
nanzi che soffra perturbazione veruna dall'attrazio- 
ne di Saturno , non si può certamente dedurre il 
prossimo spazio percorso da Gipve nella sua orbita 
in un dato tempo , dopo la suddetta perturbazione . 

^yÓ. Teor. Se qualche cagione influisca con ir- 
regolare diseguaglianza ne' rapporti delle funzioni 
alle radici, il valore di un termine trovato colla in- 
terpolazione , tanto più differirà dal v^ro , quanto ' 
miaggiore sarà la sudetta irregolarità delibazione» 

Dimostrazione . Difatco per l' effetto dell' irre- 
golare azione j i termini vengono rimossi in parte 

0.4 dal- 
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dalla legge comune» « cm debbono soggiacere^ 
affincliè possano subire TinterpolazioDe ; noodimer 
so qiuoco miaore sarà P azione della cagione 
suddetta , tanto più diverranno interpolabili» e tan-r 
to meno il naovo cefmioe otcenuco dalf interpola- 
afone si alloatanerà dal prossimo suo valore. 

Cosi dall'interpolazione di ^piCi termini in par» 
te appartenenti al declivio óì un fiume innanzi air 
ingresso di un'altro fiume, ed in parte apparteoeo^ 
ti al declivio del medesimo dopo V ingresso , si 
può ottenere » cdteris psrìbiàs » un altro termina 
appartenente al di lui declivio » e questo tanto pia 
prossimo al vero» quanto minore sarà T azione 
del secondo fiiume, perchè cosi Tazioae delfacqua 
nel fondo , tanto pia s'accosta alla regolarità. 

377. Vi ^ un altro soetoito d'interpolazione ri- 
trovato dal Ch« M« de la Lande ; esso però sìccck 
me Bon dotato di sufficiente geoeralità , e destina., 
IO unicamente ad agevolare la pratica dei calcoli 
astronomici » noi lo tralasciamo , rimettendo chi ne 
desideri la cognizione all'Astr. del medesimo T. ^. 
lib.34. 4. 3172. , ed alle Mem. dell' Ac. R. delle 
Se airan* i75i. , dove si trova un^elegante corre* 
zione del suddetto metodo » ioimagioata dal dottis- 
simo Autore , 

S EZ I O N E IX. 
Belle Frazioni continue * 

378. Le frazioni comi noe sono una specie par«- 
ticolare di serie , di cui l'influenza è mirabile ia 
tutta l'Analisi , e che per con^guenza convien qui 
trattare estesamente. 

379* JPrazione cootinuz dicesi UQ ^ist^m» ^i i^^ 
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«ioni , tale clic il primo mimctefòrc abWa per dc- 

©omitiatoiK una quantità intéra , più una frazione; 
questa seconda frazione abbia per denominatóre una 
quantità iotèta, più una frazione , e còsi in seguito. 
Ecco la formala generale di questa sorta di frazioni. 




380. Scoi. La scoperta di queste frazionf si rife- 
risce comunemente a Milord Brouncker . Egli in- 
fatti in una lettera a Mflord WaJlis , da cui gì fera 
stata partecipata una nuova serie esprimente la qua- 
dratura 4el cimrolo , as^risce che il rapporto dell' 
area circolare al quadrato del diametro si poteva 
rappresentale ancora per j; i-|-x 

a-fp 



a+4P 



a+8r 



né s! sa , che prima di lui fosse cognita a veruno 
questa specie di serie . 

Huyghens perfezionò in seguito questa Teoria ; 
e l'applicò alla Meccanica • I Signori Euier j e de 
la Grange , se ne sono occupati con successo , ed 
il secondo sull'orme di Waringh , è riuscito felice- 
n[iente nei? applicarla alla soluzione approssimata 

deir 
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- dellVi^uazioDi , ed inoltre le ha impiegate con vas- 
uggio grande nella soluzione dei^problemi Indeter- 
minati • 

Passiamo intanto a considerar Torigine delle fra- 
zioni di cui parliamo • 4 
381. Sia una frazione impropria T* • ESèttuata 

d e e 

ladimioney sia "T=*-|-T » ^^ T **°* fra- 
zione genuina ; rovesciandola diverrà impropria , 
b d e 

onde si avrà — =,^+ — ; nel modo st^so si avrà^T 

e d f 

s:y-|""7 > T-^"!" — *^' Adesso per ottenere il 

e 

valore di "T 9 si rovesci di nuovo ciascun mem« 

b d e _i._ 

bro deirequazionc— s/i-f-T» e si avrà T = i? 4. ^ 

e 



cosi pure si avrà — =: i^;T = ji/ &c» 

Fatte tutte lè sostituzioni»si trova in questa guisa la fra- 
zione continua» che segue ^«sprimente il valore di^r 

^c. &c; £sem« 



Esempio i Si debba ridurre in frazione continua la 

3?47 3347 uoi$ 
frazione comune — ~^. Operazione =i+ * 

^241 ^, 2241 ~224I 

2241 29 
' 1106^ ' iio5 



1106 




ap s 

—-7+ "" 
4 ^^ 4 

4 

Si rovescino 1 trovati quozienti come sopra,e fatte le 

3347 i-t-i 

sostituzioni si avrà =: — r^ 

*" 2241 2-f*X 




J82. irò/. I.** Alle volte riducendo in frazione 
continua una frazione ordinaria, succede , che i prL 
mi termini dei successivi denominatori comparisca*- 
no ripetutamente con uno stess^ ordine ; in questi 
casi la frazione continua si dice periodica • 

.383. Scoi. 2.° Il primo termine di una frazione 
continua può essere intero , o fratto , secondo che 
la frazione proposta sia impropria , o genuina « I. 
' numeratori poi , qualora però la frazione continua 
sia fermata con qualche metodo particolare, possono 
esser maggiori dell'unità , come si vede nella se« 
rie di Milord Brounclser • 

In 



In geoerak si veife» che quanta più srtflo pie- 
eoli i nuùlcracori , e grandi i denominatori , tanto 
più la frantone deve risaltar convergente . 

384* Scoi. }.^ Se la frazione proposta a svolger* 
8i in frazione continua , sia razionale , la frazione 
avrà termine » perchè si dovrà giunger necessaria- 
ipente a qd divisore =:i ; qualora poi la frazione 
IH'oposta m irrazionale , siccome essa equivale ad 
una frazione dotata d^'nfinite cifre, non si po- 
trà svolgere v che in una frazione continua infi- 
nita . ^ 

Sia,per escmpio,da ridursi in frazione continua^/a. 

Si avrà per le regole solite y/i = 1,414213^5 &c =: 

1414)135(1 &c. ; Si riduca questa frazione in fra- 

■ ■ ' g zione continua , e si otterrà . 

100000000 &c. ' 

v/a = i+i 




a+&c. 
&c. &c. air infinito ; 

jSj» Scoi 4.*^ Se SI presenti una frazione continua; 
nella quale i primi termini dei denominatori sie- 
no fratti , si ridttrrann0 tutti ad essere interi • 



La 



la fbrmola di una tal rldaztane è la ^guenc* 
b .' b^C 



B —'—' C-l-CD 

1+. 



^rf 



d^DE 



D 



—X 

E &c. 
&c. &c. 

Dopo aver veduto , come si riduce una frazione 
ordinaria in frazione continua , convien passare al 
problema inverso e sia per tanto 

38(J. TrobL Ridurre una frazione continua qua- 
lunque in frazione ordinaria . Soluzione . Comin- 
ciando' dalle ultime due frazioni, si riducano esse al 
medesimo denominatore , e si aggiungano insieme; 
il risultato » e la frazióne susseguente riducansi co- 
me sopra ) e si aggiungano insieme : cosi operan- 
do successivamente si ridurrà tutta la frazione con- 
tinua in frazione comune , come si richiede •*) 

Esempio . Debbasi ridurre in frazione comune 
la frazion continua « i-f-i 

38 +1 
7+1 

4 * 



Operasfìtnt . lacomìoci'anio dalie ultime due ^ '<~_L 



4 
rida» 



iJ4 

rìdttcendo 7 in frazione , che abbia per denomrfia- 

tor 4 , si ottiene —7-7 =2 ± , \ncl modo stesso si 
I 4 _i 

110(5 3347 ^ 
Dalmente i + — ^ ^ fr*2Ì<>»^ <:^«'"^» • 

Definizione . Nelle-fraztoni continue diconsi ter- 
mini equivalenti le somme di due , tre , quat- 
tro, n frazioni successive , incominciando dalla pri- 
ma, perchè queste equivalgono , come si vedrà, al 
prossimo valore della frazione totale . 

387. Trobl. Si dimanda un metodo generale, con 

cui trovare immediatamente qualunque termine 

equivalente . 

Soluzione. Assumasi la frazione continua generale, 

n-j-i e cominciando da « sì prendano le 

— ; — somme successive delle frazioni • 

7+d . 

i+e b ì> * 

T 

Si otterranno cosi i termini equivalenti , che 
a. *fi-\-b fiy -h«»c -t- yh 
•eguono (£) -7 , f" » ^y^ » 

— — -■ ' - , ■ - &;c. ^on- 



. Conslderaodo adesso questi termini, si, può de- 
durre il metodo seguente , per formarneMuxmediar 
lamente qualunque si. voglia. , 

Metodo . Si scrivano due fraziooi » la prima del- 
I * 

le quali sia — , e la seconda sia ~ , sopra di 

queste, e delle susseguenti , che si troveranno per 
mezzo df esse , scrivasi successivamente ciascun- 
denominatore /?,>', «T , « &c. cominciando da « , e 
col medesim' ordine soscrivasì ad esso ciascun nu- 
meratore i , e , rf, e &c. come si vede nella.for. 
mola sottoposta 

h e d e f 

Le cose esseiido cosi disposte , per ottenere il 
numeratore di qualunque frazione equivalente , il 
numeratorcdciraniecedente frazione esposta nella Ta-' 
vola, si moltiplichi nella lettera sovraposta j-cd il 
numeratore della precedente si moltiplichi nella 
lettera soscritta; la somma di questi prodotti forme- 
rà il numeratore della frazion'equivalente cercata . 
Per ottenere il denominatore, si faccia il pro-^ 
dotto del denominatore della frazione antecedente 
nella lettera sovraposta , e del deaomijiatore della , 
frazione precedente nella lettera sottoposta , e la 
somma di questi prodotti sarà il denominator cer- 
cato . 

388. Per rapporto alle frazioni periodiche è sta- 
ta ritrovata con operosissimo calcolo da M. de la 
GvzTìgt {vedi gli tAtti delV^Acc. di Beri, airan.ijip.) 
la formola generale di un termine equivalente (}ua-_ 

' ' • ^ ' *lun- 



lanqae ; Ella però è soggetea a queit^*ncon venien- 
te 9 cbe richiede forse maggior calcolo per esser 
applicata » di quello > che richieda il metodo espoL 
Ito 9 e perciò noi la tralasciamo • 

389. Scoi. I.® Le formole dei termini equivalen- 
ti si possono ridurre ad espressione più semplice • 
Pongasi iiffiitti p=:tt p^ =: i 

r=qk+p T'=q[>^p^ 

s s rj''\-q 5' = r'«^-f-j' 

&c. &c. p q 

ed i termini couivalenti diverranno ~x%~* 
r ^ ' ^ * . 

390. SccL a.* Facendo adesso riflessione sopra 
i termini equivalenti si possono scoprire varie lo- 
ro proprietà. 

PrimieramentCt supposto che la frazione continua 
sia sotto la forma ordinaria tt-^-i 

7+x 



/ &c. 
ai vede, che si ha qp^'^pq'^i^ rj'— r'j=;-— i 

sf^^^s^tsi &c. cosicché se — , "^ sieno due fra- 
li n 

aloni equivalenti contigue , si vede , che deve 

aversi general menie 1»»'— i»»^=ct:i . 

q p i r q 

Si vede z.^ che deve aversi -^r-—"^, = ~rr , "T — -^ 

q\ p pyq\ f» ^ 

1 / f I w I»' I 
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de si raccoglie, che le differente dei successivi ter- 
miai equivalenti vanno continuamente diminuendo » 

I I I 

perchè le frazioni ""iTT > ^i |'> — TT &e^ conser^ 

vando Io stesso numeratore , acquistano successiva* 
mente un dcnomìnator più grande • * 

Si vede 3. ^'j che debbono aver luogo l'equazioni 

fi q' q r« p» 

+7;4:7=^^+rT &c- cioè /^^r -, ^=7-^ ^ ^=^ v 



^' q 



. ^^1 &c. &c, ^ 

4."^ E'facile finalmente a vedersi, che data essendo 

una frazióne razionale qualunque — , se ne può senj- 

pre trovare un'altra "T tale che sia f»»J— m*«=:±:i. 

' In effetto basta ridurre la frazione data in frazbne 
continua; quindi ridurre in frazion comune la me- 
desima frazione continua diminuita dell'ultimo ter- 
mine , e con ciò si ha la seconda frazione richiesta • 
3Pi. Scoi. 3» Postfe le osservazioni, che venia- 
mo da fare ,, si possono ridurre i termini equivalen- 
ti sotto diverse altre forme, che ci posson'csscr uti- 
li in appresso • 

q «^4-1 /^^-H ^ 
Prime riduzioni —, = ^ " == ^,^ ; 77 - 

s: — ]rTT — ' 9 ^ ponendo -— " in luogo di fi , 
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* K^TO * * ponendo /> per « . ^« in 

9^ + P 
Tcce di ^ , e p' in vece di i , = -, — :-: . Nel rao- 

s »■* + ? ' st-\-r 

p^ + 1 /> I ^4-/> 

Seconde riduzioni : —- =J,i-J i "^F^ 

1 ^+^' 1 1 ' /'g' — ?/*' ± 
»= gì + gV+p' *^ ?'* ?' "^ q'(q'>-\-p')' <Ù 

^f'(gV4-?') ' * P" '° '^"'° raziocinio ■:^j^ 
r rt" -\- q T r . i *• -|-r 

= 7i+ r'^4-g'""7' = "fi + r'(r'/-j^') ' j'f-f-r^ 
fi 

*7-,V«4-r<)^*'-*'' ^'^^ 

392. 7^or. I termini equivalenti sono alternati- 
vamente uno maggiore , e Taltro minore del valor 
totale della frazione continua • Dimostrazione • Sia 

a 
la frazione continua r -r > è manifesto, ch^ « è < 
if 

"T y perchè per esserle uguale » le manca la se- 
rie I 

/-f &c. 

Il 



-15^ 

Il secondo termine — -z — è >"T",pcrchè "—^ 

I I 

• *=•+ 7»ed -è>i ' 

4- &c. 

Il terzo termine — ^ . ^ — ^ < T' P^^^^* ^5"*- 

«-f-i I 

vale, ad —, , dove fi è accresciuto^ di — , men- 

tre si doveva accrescere di i 

quantità < di - "Tf&c. • 

Si prosegua Io stesso raziocinio, e si conclude- 
rà generalmente . 

3P3* ScoL Alcuni Algebristi adducono un'altra 
dimostrazione • Suppongon'essi la frazione princi- 

a 
pale 'T uguale successivamente a ciascun termine 

equivalente , ridotto alla forma trovata nello Scol.^^^ 
a p 1 a q i a 

onde sia J = J,+J. 7 = 7»— ^4^' T 
r I 4 j 1 

p a I 

concludono con'tutta facilità TI— -T^^ — Ti •••• 



q ^ i r a^ i sa 

I P 

- 1 / ig 1 yK &C.&C. cioèyche il primo termine "^ è 

< T", che "Ti * > "7 &c. alternativamente . 

Se ben si osserva però » si vedrà esser questa 
una pnrsi petizione di principiò ^ poiché si suppone 
gono r equazioni fra la /razione principale , e cia- 
scun tccmine equivalente, la di cui sussistenza di- 
pende dalla vericà del Teorema» che si deve dimo- 
strare . 

394. Scoi. I. Se la serie delle frazioni equivalen* 
P q r s 
ti "*J » "TJ > ~| , JT*^^* si divida in due, delle qua- 
li una contenga i termini di sito pari , e Taltra con- 
tenga i termini di sito impari , si avranno due se- 

p r t q s u 

"^7»' 7n 7&C.,— ^, 7* ^&c. delle quali la 



a 



- " i a 

prima saiù composta deisoli termini < "Tje la se- 

conda dei soli termini > -r • 

• 3PJ. Scoi. 2.^ I successi vi termini equivalenti so- 

4 
no tanti limiti della frazione principale T' . 

Ili 

3P(f. Scoi. 3.^ Essendo -^, -^, -^, Scc. 

le differenze dei successivi termfci equivalenti % 
siccome/»' é <jr' , q^r^y r^<is^ &c. tali differenze 

deb. 



ì6t 
debbono esser generalmente minori delle fraziom 

III 
TFF ^ 1^ ' Tiriy" ^^* ' ^^°* '* differenza di qua- 
lunque termine equivalente da quello , che gli suc- 
cede , è sempre minore dejrunità divisa per il qua- 
drato del proprio denominatore • 

Di qui pertanto si può formare qualche idea dell* 
approssimazione di ciascun termine ; per conoscer- 
h però con maggior*esattezza sia 

397. TrobL Si dimanda un metodo, con cui det^r^ 
minare con una sufficiente esattezza , quanto un ter- 
m^o'equivalente qualunque differisca dalla faoiioD^ 
principale. q p^-f-i 

Soluziané . Richiamate le formole"^, s ;, 

7 = '^^^ 5 7, = 7jq:^ &c. sia da determinar- 

si prossimamente quanto di£Eerisca da -7 il ter- 

r 
mine y . 

Ponga^ij :ì7=:-^-^, onde si^ J — 7 
r^ -\-q T ?r' — rq^ i 

- 7^+7^^ " rV^^q') " r'(r'4^+«») • ^^ ^^^^^' 

I 
ta adesso , che ^^^ ,^ , ,. per esser la v^ra differen- 
za , richiederebbe, che / fòsse uguale alla somma di 
tutta la serie /+i 

■ ~^ 

^ &€. 

Per compensare io qualche modo queslMnesattez- 

R 3 ze 



l6z 

za di/, basta osserirare, che la somma di tutte 
le frazioni , che succedono a t dev'essere <i; onde, 
chiamata d una (al somma, dev'esser i compreso 
ira / , e /-[■' • ^^^^^ quest'osservazione si vede, che 
1 I 



deve contenersi fra «i/^i a i ^w > ed. 



I 

sì \ q^ I I 

lorc -;;;— 7 fra -^ed y,^^,^,,^ .-Questi per con- 

éeguenza dovranno essere i limiti, fra i quali si dovrà 
contenere la differenza cercata, e ne saranno per 
conseguenza le misure • 

3pf. Ciò che si è detto per rapporto alla dif- 
a f 
fcrenzafra"Ted-7, vale per ciascun'altra differenza» 

né ci siamo serviti di un caso particolare » che per 
agevolare ('intelligenza della soluzione, persestes* 
sa difficile a dettagliarsi • 

3^9. Teor. La differeDza,che passa fra due termini 
ci equivalenti successivi èia minima, in. questo 
senso t che non v'ha nessun'al tra frazione, non do-, 
tata didenominator più grande, del denominatore 
di uno dei termini successivi , la quale possa cade- 
re fra di essi, m 

Dimostrazione • Sia là frazione , che debba e$- 

sere intermedia fra due termini qualunque "T ^ 

nr ^« — kjw I 

"^1: dovrà essere rr <Tr7; ora siccopic 



- i6i 
t 

^n-— V» non può esser <f , rimane, che "TT" pos- 
I ^^ 

sa esser < ,j , : ma questo non può avvenire, se 

«non sia>T' . 
Nel modo stesso , pigliando là differenza fri 

ffi nr ^ ^ I 

— e ~ SÌ vede,che essa non può risultar < ,, y se 

n non sia >^' ; Dunque è vero generalmente 
che &c. &c. 

400. Da questo s'inferisce , che siccome il va* 



a 



lore di "7" cade sempre fra due termini equivalenti 
successivi , sMnferisce, dissi , che ciascuno di tali 



TT 



termini , per esempio ~, debba esprimere il sud* 



detto valore T' più accuratamente di qualunque al* 

m 

tra frazione — , in cui qualunqu'esscndd il nume- 
ratore, sia»<3"'. 

401. Scoi. Non è già per questo, che fra due ter- 
mini successivi non si possano alle volte inserire 
delle frazioni intermedie, poiché, per esempio, 

q r pt-h i q>+J^ 

fra ^ed ^ , o sia fra —^^ e ^7^^, , qualora 

sia>>i, per esempio =14 si possono inserire le fra- 

... ' . ^+P' »?'+£ 5?+Ì ' 

stesso vale per le altre coppie di termini equivaien- 

" R4 ti. 



i<?4 

ti , purché quella delle quantità «, fit j^,/&c., 

che appanieoe al secondo, m >i • 

401. Ttor. Ciascuno dei termini equivalenti è 
ridotto alla più^emplic^espressioncy cioè i di loro 
numeratori sono numeri primi respettivamente ai 
denominatori • 

Dimostrazione ad assordo . Abbia un termine qua* 

lunque ^ un fattor Mmune ai suoi due termini >i> 

onde sia i»=i^g » n=:fg ; detto -71! termìne,chegli suc- 
cede, dovrà essere , i»»'—»w':i2(en' — ^')=dbi , o 

sia dovrà essere f»' — /w'idir-^ , il che, a motivo 

che e , «S /> ^' sono quantità Intere > non può 
assolutamente avvenire . 

403. TrobL Trasformare una frazion continua 
qualunque in serie ordinaria • 

Soluzione. Siccome sì sa, che le differenze successive 
dei termini equivalenti contigui vanno continuamente 
decrescendo , si tolga successivamente ciascun ter- 
mine da quello , che gli succede 9 e disponendo le 
differenze per ordine , si avrà la serie ••• t. 

ce £ bc bdc 

T^J'^ K^y-^c) +/(^j.-f c)^-f /Srf(|^+0 

bcde 

fi'i (;.*r-|-rf;^+/<^j.-hf)*+a<crir ^yj^-\.d)^/Hc(/iy^€)-{-d'^c^ 8LC4 
e questa si può veder faciimente , che equivale alla . 
serie continua «-f~^ , 

«r &c» poi- 



poiché sommandone successivameote i temoni si 
ottengono i successivi teroiitii equivalenti trovati 
al §» iih}9 ^"^^ "^ teglie , che facendo la somma 
di tutti (termini delia serie, essa dev'essere ugua- 
le air ultimo termine equivalente , cioè a dire ^ al 
valor totale della frazione • 

Benché la ragione di una tareguaglianza si può 
concepire anche meglio coi seguente raziocinio • 

Togliendo --"da — z — " si ottiene una differcazt. 
I fi 

h « 

positiva-^ , che essendo aggiunta ad "^ deve prò- 

durre necessariamente — ^— . 

• Togliendo '"T^'dal terzo termine - — 7"ir^ 

si ottiene una differenza negativa , la quale esseit- 
do aggiunta al termine sottratto , dee produrre il 
termine, da cui si fece la sottrazione , cioè il ter- 
zo termine equivalente,* e cosi in ' seguito i finchfe 
si ottenga Tultimo , il quale non differisce dal va- 
lor totale della frazione . 

Esempio . Si debba ridurre in serie comune 1» 
frazione continua i-|-i 



7+1.. 

4 

Prese le dilferenze di vince «i «vriif omesfo i*in- 

tecoj, 



r64 

t i i i 

tcro, — per primo termine; 77-"— — s:*---"*^ 

.1 I I 

per secondo tcrraiDejqp- ^-^j^-^ff^ P« 

• ' ^ 3&HP1 38 

7 
terw termine; i . —• i =:— i 

2-fl 24-1 1212381 

38 + ^ 38+^ 

|wr .ultimo termine • 4 y 

...Si avrà per per conseguenza la serie finita •••h.. 

j. '-_]_ l_ [ 

^'~ IJ4* 41^57 I2I2j8l* 

' In questa^ effeuuatele sottrazioni dei termini di 

sito pari, e sommati i resìdui, si avA S = 

2241 , 

valore completo della frazione proposta («..398.) 

404. Scoi. Se vogliasi trasformata una frazione 

continua in una serie affetta da segni tutti* positivi, 

non si ha, che a sommare. successivamenre ciascun 

termine negativo col termine , che Io precede • In 

questa guisa la> serie addotta diverrà delia forma •.. 

(B)...- +^T^- ...Mi : 

I abci 

* ... . Past 



Passiamo al problema inverso. i6f 

' 4ó5f. Trobl* Trasformare una serie qualunque in 
frazione continua • Soluzione * Sia la serie propo- 
sta della formai^ — B-^-C — 0,-^E — »..!±:n- Que- 
sta si paragoni ordinatamente con la serie (*>f) di- 
minuita dell'intero k , che non fa p^rte nella fra- 
zione j e si avranno T equazioni , che seguono (i.®) 
^ he bcd 

b ^ e B 

2)= &c- DI qui (20 ^^-^ , -^ "/sThP' "C 

Dalla prima si deduce b =: yifi ; dalla seconda e 
=5 ~r^ ; Dalla terza d r ' ù(b^c) " * ^ costituito 

ì\ valore di e .^ ^.^ . : Nel modo stesso 

trovansi gllalrri numeratori e 9 f Scc. Per .r^ 
porto ai denominatori, si avverta, che essi debbonsi 
prender tali , che i numeratori A , c^d &c. risul- 
tino inceri : quindi si può far &=i,9.^w/f-<8,/z;£-C &c. 
n< deriverà in questa guisa b =z Ay e pB j d zi 
%AC &c. . e sostituendo questi valori nella frazione 
continua x^ b si avrà ats v^-f-fi :zjI^B'\-CJì>^q. 

f^j^c ^ — B-^^c 

?'+&c- B^C-^BD 

C^D Stc. 

Bsempio i.^Si debba ridurre in frazione contici 

uaa la serie ■^:^+:^-,5i^ + &c 



i6B ^ ^ ^ 

Oferasùone • Si formino requazioni di sopra espo*^ 
ab a a 1 e 
ste . onde si abbia j=rj ; -3;^ : ^^ e 7^-]^'' 
a a 1 0d 

M^'Zif^ 7=7(^^cyffld ^'- "^ ^' 'J""^» 

si dedurrà i=-, *'=iZ:7» ''=(fl_-,)(c— 1)^*=-^'* 
dovendo i numeratori esser tali , che i denominatori 
risultino interi , pongasi fi^^, 7=;*— i 5 fcC— i &c. 
e perciò b=:a , c:z(i:z^ , c/^^ &c. e sostituiti que- 
sti valori nella formoU generale si otterrà ^ 

a 0L a a a 



C-i+C^ 

Z) — I &c. 

Sia , per esempio , tf=:2, A:iBz:C &c. rj , e si avrà la 

2 2 2 2 

a-}- &c. 

Esemplo 2.** Sia da ridarsi in frazione continua 
I I I 1 
la serie l^^'^+y—~-|-&c. Fatti i paragoni eò- 

me sopra , si avrà é = ~ , « ^^^ , i .,.....••.» 



pongasi come segue /?=/^, ^=^ — ^; /=c — ^^ ^ 
i-jD — C&c, siavràiz:* , te/^% i/=5^ , e=:D^ &c. 
, III 

e quindi/ sarà finalmente ^s "^ — T -4-' — 

II 

5ia i per esempio .4=rx , fcj , fcj, Ds:y8cc. onde 
I I I I 
abbiasi la serie i— — -j-y — — -{^— — &c. ia qua- 

le come si vedrà , rappresentata l'ottava parte della 
periferia circolare , di cui sia il raggio =:; ; Sosti>* 

III 
tuiti i valori si avrà i— • —+—'—— &c. ••.•.#..•••' 

= I 



3+aj 



2&C. 

Dicasi 2 » la circonfereuaa delciaolfl!,e sui Ja sacU 
detta frazione =— , e rovesciando ambedue i«en»bn, 

ai 



ti avcà^r sì i*f-r- che è Pespressiooe di Brouncker* 
a-fp 



a+2j 



a&c. 

Qualora la serie proposta fosse affetta da segai 
tutti positivi, SI prenderebbe per serie comparativa 
la serie (B) e si opererebbe come sopra - 

40^. Siccome le frazioni continue altro non sono 
realmente, che serie convergenti ( »• 401, ) convien' 
osservare se sia possibile ottenerne la somma, poi- 
ché qnesta può esser utile ancora per sommar le 
serie ordinarie, le quali , come si è veduto , si pos- 
sono sempre ridurre in frazione continua • 

Passiamo dunque a questa ricerca • 

I I 

Sia in generale x= x'+;;^,ar'=x"4-^ , x'' =k'*'- 

'+-^^^'"^^X,«^+')+'^7rf e si avri.,^ • 

a:s:V+ j - ' 



A'"+I 



a'»'»&c. 

ti- 

Pongasi 7ri , /'rV ,/i»=x"/'+/, r"rX'"/"+^.; 

l{rti^^xm^l(^''^^ + /^™''^ .., (X) 

i^™^:=^r'"^^r "*■"') -}-. U^'^'s (K") , e si avranno i 

tcrmifii equivalenti , sotto le formcichc seguono ••..» 






2/ z" r" r" • KT) ' I 

I Posto tutto questo , dall' equazione ;r=x'f|-~.si 

deduce xjr^r*'A'-|-i ; nel secondo membro di questia 

I 
51 ponga per a?' il suo valore a." + ~ > e moltipli- 
cando pery si avrà ^>?'A:^*=r/":f ''-[-''; si sostituisca, 

comcsopra, A*n ^ — iTT i*' luogo di -w'', e molti- 
plicando per:r''> si otterrà Jt^^'V»' =:/"V' + /" . 
onde Sì avrà in generale x^'at^'^'^V"' X^ 

Per il medesimo raziocinio si avrà dalPequazio- 
I 

I ■ 

sostituendo nel secondo membro x'"-f-~~nrin luogo 

dì <y" , e moltiplicando per Ji'*'*;si dedurrà yjr''4f'"=: 
(x"i'»+Z;V*'+i'^3:I" V^4-Z",e ingenerale siavrà 
at'x»' a:"» ;r'*'» a:»"'» ... ;r/™^ =: L(^^ x('^^-\-U"'''^\..(B) 
Ottenute cosi le due equazioni (A) , e (^) , si di- 
vida la prima per la seconda; e si otterrà ...•• 

^=£^m>^^^m, I 2^^fli^^» formola, dalla quale si avrà 

la somma di qualunque frazion continua finita. Di- 
fatto terminando la frazione col denominatore jr(™) 
si ha x^^^ =:xr"*+') , valore, che essendo sostituita 
nella formoi? esposta , la trasforma in questa 

ter- 
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terminare le oantttà /^\ //«""'^ , ^/«^ , \I/«yn 
per mezzo delle formole (ft) » (K) • 

407. Per rapporto alle frazioni continue ini^n ite 
non si hanno metodi generali. Si sanno però som- 
mar quel Ie»che hanno i termini tutti eguali , e quel- 
le, che gli hanno periodici • Incominciamo dalle pri- 
me , e sia 

408. T^obU Si dimanda un metodo , con cui som- 
mare una frazion continua infinita qualunque» do- 
tata di termini tutti eguali* Soluzione- La frazione ge- 
Sierale^di cui si tratta, sia a e si ponga rx • 




fi Sic. ^ 

E* manifesto i che dovri essef ancora •; ,.« 

n 
ar^TT^ cioè ^* -|" ^^ •^ ^^° > Questa sarà l'equa^ 

^ione , la di cui soluzione , in virtù dei metodi 
delPAnalisi , darà il valor di x , cioè la somma 
f kòiesta « 

. 409* VrobL Si dimanda un metodo , con cui som- 
mare una frazione continua infinita qualunque , do- 
tata di termini periodici • Soluzione • Sia la frazione 
generale periodica «^ e questa pongasi s;x ; è fa- 




cile 
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Cile 8 vedersi 9 cfie si avrà ugualixlente x - 

s: « : si faceta per maggior brevità « s p 

c+T &c. e 

p 

ottde sia *=~rT! >e si avrà, come sopra,**+?^^~/^=^* 

ed in quescVquazione si comprenderà il valor di 
jr 9 lO sia la somma richiesta • 

410. Scoi. I. Se vi fosse un numero di termini 
qualunque, antecedente al periodo, si prenderebbe 
la somma della frazione periodica , e poscia se le 
aggiungerebbe ta soitima di tali termini antecedenti 
al periodò , e con ciò si avrebbe la somma richiesta. 

411. Scoi 2. Si potrà vedere a suo luogo , che 
la somma rappresentata dalP equazione di secobdo 
grado, trovata colTesposto metodo , non è che ap- 
prossimata , a motivo , che il valor di x vien es% 
presso per una funzione universalmente irrazionale. 

412. Scoi. 3* Siccome le frazioni continue sono 
riducibili in serie convergente , qualora la fra- 
zione continua infinita non abbia né ì termini egua- 
li , né i termini periodici, si ridurrà in serie, e 
si osserverà, se (a serie risultante sia suscettibile dei 
metodi esposti nel Capitolo della somma delle se- 
rie , e si avrà con ciò la somma della frazione 
continua, qualora sì abbia quella della serie. 

Viceversa , qualora non si sappia trovar la som- 
ma di una serie , si ridurrà in frazione continua^ 
e si osserverà, se ella possa sommarsi • 
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CAPITOLO vni. .■ - 

Delle frazioni parziiU . 

• 

41 j^ le frazioni parziali si distinguono eòo que- 
sto nome , perchè altro non sono , che lè parti » 
nelle quali può sciogliersi una frazione datii . 

Sopita si è veduto («^355.) cht risòlvendo iti«> 
rie una frazione , si trova, sempre una serie ricor- 
rente di un^ordine marcato dai nunièro dei termini» 
che formano il denominatore • Per evitar le stìi^ 
ricorrenti di un^ordine troppo elevato , si prendo- 
no le frazioni parziali » e ciascuna di csst si ri- 
solve in serie , dopo^ di che, per ottener la sé!« 
rit cercata» resta soltanto da sommare ordina- 
tamente le serie ottenute • 

L'uso principale però di queste frazioni è nel 
calcolo Integrale . Noi passiamo a trattarne com- 
pitamente • 

414. Data una frazione qualunque a riscioglier- 
si nellp frazioni parziali » la prima avvertenza , 
che si deve avere, è che il numeratore sia talq , 
ch& la massima f otenza » che ha in esso Tincogni- 
ta , o la quantità principale della funzione , sia 
minore della massima potenza della medesitiia quan- 
tità nel denominatore. Quando ciò non sta, si di« 
viderà il numeratore per il denominatore , e si 
avrà, con ciò la condizione richiesta • In questo mo- 

do la frazione "TTp si riduce ad "g— ^— • 



La ragióne di questo riguardo si comprenderà 
in appresso • 
41;. Posto questo » sia da riscioglier$i nelle fra- 

u ' zio- 
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siont principali una fratiotre qmhittque • Il deno* 

minatore di cai frazione dovrà esser composto i,% 
o di fattori tutti reali diseguali, 2 ^ , o di fattori 
tutti reali eguali , 3.^ , o di fattori tutti feaii tu 
parte eguali » e in parte disegnati y 4.^', o di 61N 
tori tutti immaginar; > 5.*. finalmente di fattori in 
parte reali, eguali, e dlseguait, è in parte imma- 
ginari , eguali , e diseguali » 

Tutte queste diverse forme di composizfione » 
che possono aver parte nella formazione del deno- 
minatore di una frazione proposta , vengono a co- 
stituire tanti diversi casi , che si debbono consi- 
derare distintamente • 

Caso I. Sia da sciogliersi nelle frazioni paraiali 

la frazione a fattori reali diseguali ....• ...•••• 

X 

(xd^)(^±AK^±0&c-*^^^^P*^^^"" "^^^«^ ^' * 
nel denominatore sia minore della massima potenza 
di X nel numeratore JIT» che si suppone essere una 
funzione qualunque algebraica Al» . 

X 
Metodo 1.^ Pon^gasi (^^y^^^^ &c. 

^ jl?±4'^]r±A"^xdBc*^' ^"^^* vi sono fattori net' 
denominatore; Quindi si faccia là moltiplicazione' 
dì ambedue i membri per il denominatore {xdha) 
(xdtAXxd^cy&LC. , faccfansi t*equazbni a zero di cia- 
scun^aggregato éi ternuni omologa , e si dedurran- 
no cosi i valori df '}i ^ B y C, &o. con éhe saran- 
no determinate le frazioni parziali. 

/ Mei. 1.^ Ritta • come sopra la riioùipticrfzione 
per il detiominatORfr della frazione proposta, si pón- 
ga aguale a zero ««fccessivamente ciascun fattore, 

S 2 (il 
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( il che 81 può fare , perchè i valori di yf, B^ C &c« 
non dipendono in modo alcuno dal valore di a:): 
rimarrà cost nel secondo membro dell'equazione ipo- 
tetica una sola delle indeterminate /^, A, C &c. 
che perciò verrà iriraiediatamencc a determinarsi • 
Vediamo un esempio di ambedue i metodi • 
Esempio i.^ del primo Metodo • Sia proposta 



ajr*-— 6.r— a 



la frazione .„ ■: ■ , — : a risciogliersi nelle fra- 

^ B e 

zioni parziali . Facciasi s— +11 +1"! — • ^ffcC- 

tuata la moltiplicazione si avrà • • 

— C:r-f C.r» 
Traspongasi , e facciasi =x) ciascun' aggregato di 
termini omologi , e si^ avrà ufiri , fc —2 , Crj , e 
2X^ — 6x — 2 i 2 j 

Esempio 2.^ Debbasi sciogliere nelle frazioni par- 
ziali la medesima frazione > mediante il secohdo 
Metodo . 

Fatta la moltiplicazione di sopra indicata , si ha 

rr'— 5a^— 2 = (^^^jt— a)uf+0-*+2x)5+(x«— jc)C 

Facciasi ^^o, e si avrà — 2= — 2.>f , o sia /^-i ; 

Facciasi ^ — iz=o j o sia x:;i >e si avrà-— ((=3 i? 9 cioè 

B=: — 2 ; si faccia finalmente fV-|-2i:o , cioè .......... 

xs —2 , e si troicerà fcj ^ perfettamente come 
sopra . / , . 

4i<$. SioL Si può adesso comprendere» perchè SI 
debba render la potenza ' massima dell' incognita 
nel numeratore minore della.massima potenza del- 
la 



•^ 
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la medesima incognita nel denominatore , perchè 

si vede, che i termine del numeratore, i quali fos- 
sero affetti da una potenza eguale , o maggiore del- 
la massima del denominatore, non avrebbero alcun 
termine, col quale esser paragonati per, esser po« 
ti eguali a zero • JC 
Caso . a.° Sia data la frazione "r; T^ . 

Il numeratore JT dovendo contenere una potenza 
di x<my dev*esser della forma a'\-bx^cx^.. 4"^»"^"' 
essendo • qualunque il valore di 4, £, e &c. K > ^^^ 
escluso il zero . Ora la suddetta forma si riduce fa- 
cilmente a quest'altra «^-{"^(^ — ?^)-h^(/' — ?•*")*+•»• 
T\{p — qx)^"^ perchè sviluppando Id potenze , e or* 
dinando) ne deriva una funzione della forma stessa» 
la di cui identità , con la prima funzione non di- 
pende che dai valori ài ^ j B , C &c. n che si 
possono sempre determinare opportunamente • 

X 

Posto questo , la frazione . yg sì può met- 
ter sottp la forma (JC) 

(plqxT ^ i$—qxf' " ~ 

funzione che si divide naturalmente nelle frazioni 
U B € 



p*^^'^'' ip^^x/^ +{p^^xr'^'^{p^^xr'^ • 

n 

'^p—qx • 

Trovata cosi la forma, che debbono, aver le fra- 
zioni parziali , nell'equazione (K) si trascuri il de» 
nominatore , si trasponga tutto in un membro ^ e 
81 facciano Tequazioni a zero dei coefficienti di 

S 3 eia- 
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ciascuna.poteDxa di ;r 9 e coitelo datcrtnioafidosi 
^'j Bi C &c. n %ì avranno le frazioni parziali 
cercate. \ 

Met. 1.^ NelPequazioDe (JC) deve aversi il nume- 
ratore del secondo membro i4eBtica(nente uguale a 
quello del primo,altrinien ti lasomma delle frazioni par- 

^ B n 

ha per numeratore la funzione sjtessa , che forma il 
numeratore del suddetto secondo membro, <9.on po- 
trebbe risultare uguale ad X . Dunque se in ambe- 
due i membri della suddetta equazione si ppnga4r 
equale ad una data quantità > i due membri rimar- 

P 
ranno eguali. Pongasi pertanto ;irs — , valore, che 
» - n "^ 

deriva dal fare ^^—-^jrro : si avrà con questo ^egua, 

P 
le a ciò, che diviene JT con farvi a:=: ~ . 

# 
Determinato il valore di /rf, si sostituisca nelP 

equazione Xzz/4^B(p—qx)-\'C{p^qxf..n(p—qxf''^ 
trasponendolo nel primo membro , onde abbiasi, 
detto yz' un tal valore «•.•.••^•«•••••••.•.•«•t«»««»«»*«tM«««t« 

2[^—^'z:BQ^ — y;c)-f.c(/>— ^jr)^ .,...,- + n(/^—?Ar)"'"* 
Si dividano adesso ambedue i membri per/— jx, 

e ti avrà — - = B^C(p^qx) ... ^uif^qxf^ 

Avvertasi che A' — ^^ dev'esser divis bile esatta- 
mente pcr/7 — ^y;r,perchè nella determinazionedi À, si 
è trpvi^toJir — o^*=:q neiripot^si dìp — ^?c^o,il che mo- 
stra dover essere p*-^qx un fattore di X*— ^* • Sia 
dunque ^ ii quoziet^te» oi3.de abbiasi .« .« 
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Il secondo membro dovrà essere identico al primo 
perche son derivati ambedue da i due membri pri. 
mitivi dtircquazìone (K) ( supposto 4n essa trascu- 
rato il denominatore), per mezzo di operazióni co- 
muni a ciascuno di essi • .Dunque facendo dinuo- 

P 
vo xs: "^cioè/r—j^yso* i due risultati saranno egua- 

li. Si avrà per conseguenza £:= ciò, che diventa^ 

P 
dopo che siavi fatto ^- '^ , e che sia > per 
esempio fi' . ? 

Questo valore si sostituisca neirequasione (K^) 
e si trasponga nel primo membro onde sia • 
.g^^»=:£-(/;-r-^)4.Z)(/F— jar)^ ...... -f n>— .^x)^"* 

Si divida per p — qx , e dovrà essere per il ra- 
ziocinio addotto di sopra , ^r^S' divisibile per 

p — <5fA?; perciò detto ^ il quoziente si avrà 

^=C+/)(/)~^^)-f-£^_^A:)" +n {p^qx) «^"^ 

Facciasi p — qxzio y e si dedurrà C=: ciò, che di« 

P 
viene ^ con farvi xs: — , e così in seguito • 

^ Esempio del i. Met.^ì debba sciogliere nelle fra- 

2X 

zioni parziali ia frazione 7 — ^"t; . 
^ (i— ;^)^ . 

operazione .Si ponga— ^3; . — y ,.... 

(i— X)* =0 . Quindi /i= — fi— C ; fia —2 C— ? , 
C= o . 
Dalla 2,* si ha ^;s-n2 , e sostituendo 'nella pri- 

S $ mz 
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&z ^2 : perciò— ^yrr^T;:!^,^ • 

Esempio 2.^ Sia proposta la frazione / "^ • 

Operudone . Si avrà ix^^AJS{i — Ar)_C(i — x)':=o; 
di qui «^f — ^&— C, fc — aC, fca ; iostituendo il 
valore di C nella seconda > 5::-^ i e sostituendo i 

valori di C9 e di f nella prima .^si ; perciò , ' , 

242 ^^ *^ 

Esempio i;^ del 2.° 3f ^f. Sia da sciogliersi nelle 

frazioni parxiali la frazione . y> ; si avrà 

2X .^ B 

(i— AT); facciasi x=i , e si avrà, »>f=2 ; quindi si 
^r^sponga il valore ài %A , onde sia 2x— -a ^(i— «x) ; 

2JC— . 2 

Dividasi per i— a: , e ne risulterà ^~= —•a s:* ; 
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-x 



Dunque *;; 7J =: " — ~ti— 

^ (I — xy (1 — x/ 1 — X 



E$cmpio2,**Siadata la frazione7~^7a • Si avrà 

2^*=^-j~*^* — ^*)4"^( '"'•*')* ? F^tto«=i ; ^\ ottie- 
ne .^;=2 . Quindi trasponendo il valore di ^^ , e di- 



2X*— 2 



videndoper i— «, — 3"" = — 2*-2=5+C(i — ^:r); 

facciasi *=i , e sarà &— 4 ; Traspongasi il va^ j 
lore di £ > e si avrà «•••••••.•MM».Me..M..M..M.—«««.*f« 

^— 2X 
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•--2^^--2-f-4=— •2^+a=:C(i-— *)5dividasi per i— m» 

e si otterrà finalmente C=: — — — — = -|-2 , e co» 

^ 4 

questo le frazioni paaiali risultano, _^-3 — TZZx^'^ 

2 . \ ' 

" che sono le medesime che quelle trovate bcU* 

esempio 2.° col primo Metodo . X ' , 

Caso 3.® Sia proposta la frazione rp_^^^>m^ dove 

sia 5 un fattor disuguale qualunque • 

X ^ • B 

c n p 

^(p^q^T^^ • ^^/?— Jc '^ T •'••^'•^'^^ 

^ ~ ^ (p^qx)"'S 

e lasciando solo in un membro P ^ )••-...•• 

X-^^S-^BS^p^qx) — CS(p^qxyu..nS(p^qxy^'^ - V 

Quindi si ragioni in Questa guisa • 
Affinchè il primo membro risulti eguale ad una 
quantità intera 'P , conviene , che il suo numera- 
tore sia divisibile per (p^^qx)^ . Si supponga dun- 
que divisibile sulle prime per p'-^qx ; Facendo 
jp— -^AT^o , dovrà svanire totalmente • e perciò do* 

X p 

vrà diversi .^ 1=— i nell'ipotesi di :r = — ; Sia .^^ il 
j q 

valore di ^ cosi determinata , e si divida la fun- 
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per p—qn ; detto -—; — — -s^'si ha.. 

X^^BS^CS (fh^M) .... uSifh^M)'^''* , che deve ' 
C5SCC divisibile per C^—i^A?)™*'' . 
Si ponga divisibile per p — j* , e dovrà detta 

funzione svanire neiripotesi di ^ =: -^ . e si avrà 

X- p « 

fc-j fatto X s: -r i proseguendo nel modo stesso 

JC»' ^ p X^^BS 

si trova C= — r- posto x^ — ^ dove X"s — ;: ; 

o ■ q p-^^qx 

*'•' p 

4bsì pure sf trova Ds •~t~ fatto * = — , e cosi 

fn seguito . ^ 

Per rapporto a ? » basta riguardar S , ;Come uà 

fattore » di cui la potenza m sia =:i , e con ciò 

si trova il suo valore in un modo simile a quello, 

X 

con cui si trovò /^, cioè si trova y=;777 — ^ 

Qeir ipotesi di x-f-i-o , cioè di m ^-^i • 
Oltre di questo metodo si può adoperare anco* 

ra il metodo dell'equazioni a zero dei termini o- 

mologi praticato di sopra • 
Eicmpio • Si debbano trovar le frazioni parziali 

delU frazione.* _. ^ {i4-x) ' Q?^*^* *^ P^°S» 
^ B C T 

^ (Tr^7+(7=::;^+7=^ q^^^^i 



(1~X/ 



•r? 



Perciò y4=:TrZ f^«^ ^^^^ cioè ^sx j fc 
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■"^^lltineir ipotesi àì x^i do* -i ^^^.^ ; 
- — -e T- n fatto'^+i=o» o «» *=--r. 



Cìoèfc^s^. 



C09 questo le frazioni richiegte sono. 



Cas 4** Sia data iitìa^fraa^one , il di e«ìden«f 
minatóre sia composto di fattoj-i tj^tti immaginar 
•rt'i '8iccoil)*.«ia»ctina coppia di- fattóri impiaginjr) 
corrispondenti , forma un prtidotto sempre reale ^ 
secondo grado , ^ccm? si, ved/à ( Teor. dell equaz. ) 
la frazione dati deve' esser della forma .....i..«....»^ 

; '■; •• •-..%•. X ....■./■. 

• ■ 5jc 

Questa frazione si ponga = ^ ^tx-{-tx* """"*" 

C-^Dx E+F* „ • • :■ ; ^ 

j, i,— ,iw^ .4. -7 > , ■ ," -T &c. e SI taccia 

per semplicità maggiore' 

(i$fcrHhf*')(f +/J«'+^*^> = -S . e ^' avrà ....- 

Pongasi adesjo tf4-4*+f*'=o. e saranno il=«>» 
Sa», tri»uU«ràJr;=(*4+^f)% •.. . • - gj^ 



i SreM i fetwi 4i^^f*»-H^sO , ^f rirrf»,^j* 

* P 

^ ^ oQde sia xs —7 , x = — -^ . Pw^ » prt- 

>'' t» -. «. . «^ 
jQO valore saA Sr(.^'^+ Sf^'^T + ' ** ^'^ 
preso l'altro valore Ì\x , sì avrà un' altra eiprei. 
•ione di S, che sarà per esempio.-^ . Sostitui- 
icaasi questi valori neirequazioDe Xs(yi-^B:^2^ «i 

otterranno ledue Funz.r l — ~ J = \^ ~~' ^ ) 

iti Fm^"* (--) r^(yi- «7) ^ « P««J* 

vfs funzione l -^~ / ' iH-'T" * «••••»(♦)••*•••« •••••^ 

Egoagliando adesso questi doc valori si ha faa« 

Da qucst* èquarf ope sì deduca il wlore dt «sqwe- 
#10 dipoi si. fiosutulsC4 in una deirequazoni (Ot 
ed avendosi coli U valore di .^1 rimarrà determin»- 

4i la prima fraaìone paratale ^ ^^^ . ^a • 

Si trattino nel modo stesso g^i altri &t(ori 

ìguadratìci , e si ' detcf rtitneranno C , JD , £ • f &c. 

417. ^r^« La sdpposìziofit fatta» eiieciftscuii^it*' 

tor 
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cor quadratico sia successivamente uguale a zero < 
non sì oppone in verun modo alla dovuta genera- 
lità, perchè le indctenilìnace .^^ B^ C &c. doven- 
do esser le stesse, qualunque sia il valor di at, è 
permesso di detetminarle , con dare ad ^ quel 
v;tlore, che più ne agevoli la determinazione • 

Caso 5*^ Essendo finalmente proposta una frazio- 
ne • ii di cui denominatore sia composto di fattori 
reali 9 in parte uguali , ed in parte disuguali, e di 
fattori immaginar) , se ne troveranno le frazioni 
parziali °c' modo seguente . 

JLa frazione della qualità divisata dev* esser della 
X 

AB A^ 

Questa si ponga ^ ;^+;^ &c- +-^[^^^r 

B' n ^''+^»'^ 

+7f^." + *^-*^- 

Si moltiplichi per il denominatore della frazione 
data; si trasponga tutto in un membro, e si formi- 
no reqifazioiii a zero dei termini omologi . e cosi 
verranno a determioardi i numeratori %A 9 B &c;» 
^' , B' &c. .yf" , 5»' , C , /)'* &c. e con ciò le 
frazioni richieste • 

CAPITOLO IX, 

Teorìa delle Funzioni Logarimmìcbe .. 

418. Dolevansi da gran tempo gli Analisti delP 
operosa lunghezza de'calcoli nelle moltiplicazioni^ 

cneU 
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e Beile diTiiioni dtì lìumeri motto grandi ^ e m^ 
jiratucto nella fbrmasione delle pccenze^e neirestra- 
siooe delle radici un poco elevate ; quando il ge- 
aia felice di Nepcro , Barone Scozzese» immaginò 
QM nuova specie di calcolo* cioè il Calcolo Lo- 
g^urimniico , per cui la difficoltà delle operazioni 
Tenne mirabilmente diminuita» Egrinfatti median- 
te U suo Metodo ridusse le moitipllcazioni a sooi- 
aie aemplicissime: le divisioni a semplicissime sot* 
trasiont; le formasHoni delle potenze a facili- mol» 
tipHcazioni , come pure ^estrazioni delle radici a 
divisioni egualmente fàcili ^ e pronte • 

I turni però di questa memoranda scoperta non 
ai limitarono a sodisfare alia comodità dei calco* 
li ; tutta rAnalfii ritrovò in lei delle risorse non 
meno inaspettate , che interessanti , e la Teoria 
dei logarimmi divenne ben tosto uno dei più yan- 
uggiosi » e più fecondi oggetti delle Analitiche 
meditazioni . 

Entriamo a trattarne , 

419. Sia a^ il termine generale di una progres- 
sione geometrica, qualunque, in cui sia*tf>i.» 
ed II un numero intero indeterminato • Si diana 
ad n successivamente i valori dei numeri natura** 
]i, e si faccia per maggior semplicità »•» 

Qjiindi si dispongano per ordine gli esponenti » 
sopra le respettive potenze, onde abbiansi le due serie 

0,1,2,3,4,5,5,7 n 

If^yB, C, /), £, F, G, X 

La serie superiore sarà ciò che dicesi serie de* 
logarimmi 5 dunque i Logarimmi altro non sono che 
gli esponenti delle potenze 9 che procedono in serie 
^ootinoa • 

4*0. 
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4^0» Sciti. La quafitità a dicesi h base del s{^ 
stema logarimmìco ; e gencralipente diccsi bas$ 
quella quantità, che ha per logarimmo Punita - 

Si vede che la Base può esser qualunque, e che 
dalla natura di essa dipende la natura del sistema 
logariramico . 

421* Per acquistare un'idea geonictrica del si* 
sterna logarimmico , si prendano sopra una linea 
rtm^B le parti ^^P, c^P' , .%^P'^ &c. in progres- 
sione arimmedca^ di cui la ragi(Mi<$. sia V unità; si| 
i punti Ty y», y &c. s'inalzino le perpendicor 
lari TM j T^M^ $ P^M'^^c. in progressione geo- 
metrica ; è manifesto ^ che se il primo termine /^V 
si prenda infinitamente piccolo, a ciascun punto 
della retta tAB corrisponderà, um perpendicolare , 
e che la serie di queste perpenditoljKi^doyrà for- 
mare colle sue estremità Af , Af* , Af" ,&t. una 
curva continua 'IMM^M^^ &c. i; Questa dicesf cUr*- 
va Logarimmica . Noi ne parleremo a suo luogo 
(vcd.Figé i.) Esposta cosi V igdqle, e la oacuc» 
dei lóg^rimmi passiamo a vederne gli usi. 

422. Siccome si, è veduto, che se abbiasi gc- 
fetraimente a^ì^X^ né il Logafi turno d' X > essen- 
do n un numero intero indeterminato ; avendosi 
a^z:Sy dovrà essere q il ,Loganmmo di 5 , ed aven- 
dosi a^=T9 dovrà errere r il Logartmmo di T. 

Poste questo , suppongasi di dover molti{riicar 
5 per r , si avrà ,S.Ts:a\ 4^s«^+^ ; pongasi q^r 
sk^y tà S.T z^V y t dairequazipne-^is: /^ si*avrà> 
che sia k, il Logarirntno di ^jma ^=f-|-''^^^^' * 
'\'hg' Ty ed VszSjr\ dunque sì ha generalmente 
hg. S -|- log» Tszlog.S.T . , 

Sia Tz:Fr , e sì avrà log. S -f log, ^-j- Ug.Ts 
hg.SFT^ti in generale 

log* 



iog.S^ l$g. t+ li^.r^ log. r + /fl|;. 2 &c. ^ 
ar/cg. nVYZ ftc. .•.. (ot) . 

423. Ecco daoque , che %t ilebbasi moltiplica- 
fé inficine un numero qualunque di quantità, ba- 
tta prender la somma dei Logarimmi di ciascuna; 
quindi cercare nelle Tavole Logarimmichè , di cui 
parleremo fra poco , il numero , che corrisponde 
a! Logarimmo risultante dalla somma dei Loga« 
rimmi parziali ; esso è il prodotto richiesto • Le 
moltiplicazioni son dunque ridotte a semplici ad- 
dizioni • 

424. Ritenute le denominazioni adoprate di so- 
pra si debba dividere a^^S pera'sT; Si avrà 

$ S 

•^ = fl^"' ; 5ia — SI #^ , e j— fc^ , sarà al s:/^per- 

ciò h^^ log.y, o sia q — rr log. / y ) ; Ma ^— r 

s: log.S-^ log T} dunque log.S — fog.T^log.lYj > 

ShTmTTy t si avrà log.S ^^log.T:zlog.S — log.F-^^ 

ySr\ STFXY&c. 

log.Tzilog. (^7 j :In generale sarà log.^.pj^.^.^i^^ 

Ug.S^ log.S^ -f log.T^log.V^ log.V^ log.y^ &c. 

424 Le divisioni son dunque ridotte a semplice 
ci sottrazioni , ed il quoziente è generalmente ugua- 
le al numero , che corrisponde alla differenza det 
Logarimmi del dividendo , e del divisore. Per- 
ciò i Logarimmi delle frazioni proprie sono sem- 
pre negativi . 

425* Venendo alle potenza 9 si faccia nella fbr- 

mola 



mola {oi) Ss!T=y=:r &c. , e detto m il numero dei 
fattori, sarà i» log. S = log, (5">) . 

427. Dunque per ottener la potenza i».«"na di 
una funzione qualunque , basta moltiplicarne il Lo- 
garimmo per l'esponente della potenza , che si ri- 
cerca ; il numero , che nelle Tavole corrisponde 
a un tal Logarimmo è uguale alla potenza ricniesca* 

CóA le formazioni delle potenze veogon ridot- 
te a pure somme. 

428. Per rapporto all'estrazione delle radici, 
siccome i radicali altro non sono , che potenze 

•I 
fratte , si ponga m =~ j e si vedrà , che per oc« 

tenere una radice «.«ma di una funzione qualun- 
que , basta dividerne il logarimmo per Tesponen^ 
te if) e prender nelle Tavole il numero , che le 
corrisponde • 

Si ha dunque generalmente log. (S^) =: — 

/og. S, e r estrazione delle radici vien ridotta ad 
una facilissima sottrazione . 

429. ScoL Da quanto sì è detto intorno alla 
moltiplicazione, ed alla divisione per mezzo de* 
Logarimrai, si raccoglie, che la regola Algebrica 
di tali operazioni relativamente agli esponenti , de^ 
riva totalmente dalla Teoria de'Lo'garimmi • Di fac- 
to , siccome si ha log.S-\- log.T = log.ST ^ dev' 
essere ancora log. a^ -j- log. a^ = log. ( a^. à^) \ ma 
log, a^ =:q log. a , e log. a^ =:r log. a ; dunque (7-f-r) 
log. a ti log/(a^.a^)^ e tornando dai Logarimmi ai 
numeri a^*' = a^,a^ • 

Per rapporto alla divisione » si ha in virtù dell* 

T equa- 
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log. (ì!^^^ log. a^ > 9 «w ^^i\~) ^ (?■*"'') '^^S^* *• 
e Cornando dai Logarinraii ai numcji g\ ha *^ 

p 4^'' T come »i è iMcgnato (§.27% ^^^•4«) 

4)o^ ^co/« 1. OLti;e j Logarimaii semplici vi so« 
no ancora i Logarimmi compoatt • Tali sono i 
Xoearioimj espressi dalla forinola M^^sxh 9 
4u^^ =3 e &c. &c. 

Questi però si Mssono . ridurre a Logarimmi 
se.cn P'ici • Ptr ridurli? sia an^s bj e facciasi »"*:=^t 
si avrà k log. j=: logi 6 , o sia n^ log. 4 = log. b . 

Si prendano di nuovo i Logarimmi ^ e si oc- 
jterrà nnaJmente m log. n -f- log. log. a s log. log. i • 

Lo stesso vale per i Logarimmi più composti . 

431. L^uso dei logarimmi non si estende sol- 
tanto ad agevolare il calcolo Algebrico , ma serve 
ancora mirabilmente per dcdyrre da alcuj^e parti* 
colari equazioni il valore dell incognita! che non 
fi potrebbe Qtteóerc altriipenti • Eccooe degli 
esempi • 

Sia L "75p;j-=: d . Operando con i Logarimmi 

iì avrà px log.4 -^ (?«t— w) log.bz: log. d ; quindi 
px lagoni — qx log. b = log. d — m log. b , e finalmen* 
te dividendo per il coefficiente d*«, si ha •••••••* 

log.d — m log.b / ^\ 

^^p log.a^qlog.b- ^^^\b^) ; 



^ &V II. 4X s -^^ i jarà-«%*4 - Cj^^) '%^ 

*-^( r3^-f"^) /o^. r , o sfa or log.à — ^« /a|:. 6 -}- rr 
log.'cz^ q log.b'^s log.c , ed in fine , divìdendotco- 
qlog^^^s log.c /^^\ 
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• IH. Steno date le dae equazioni x^ =: 4» Ar*t"*;=fr 

Dallaprima si arra /(Sig.^—/ ; Dalla seconda 

log.b 
sì avrà ( x+w) /oj;»^ = log.b , e perciò /(^go-^r-ni 

Si paragotiino le due espressioni di log.x , esi avri 

Ug.a lùg.b 

""^ = nij^ » e moltiplicando per x {n^m) , ...... 

I» /Og. 4 . 
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'Ug.b^og.a* 

Fin qui dei Logafimiifi in generale • 

Conviene adesso discendere a trattare dei pff- 
Biarj sistemi , a cui possono riferirsi • A quest^cf- 
fetto^ia 

492. VrobL Dato Un numehD qualunque » tifo- 
vare una formola generale , che ne rappres^enti fi 
Logartmmo • 

Soluzione. 11 numero data sfa i-f-*J Pongasi 
(i'\'Xf'.;=; i^z , e sarà nr log.i i f jr ) rs log. 
(i~h2) ; Suppongasi log. (i-f-n?) — Jix^BHc^ 

Si avrà m < Jiic 4-^ifir» \^<^ &c. ) zz Az + Bz^ 
4-C«^&c.; ...(*). 

T a Sfce^ 
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Siccome poi per m si può prender quel numero, 
che 81 vuole , purché sia > i , si faccia per mag- 
gior semplicità w— a, onde si abbia ^. ...... 

i+2Af-f-jr' =: i-f ^ , e 2 =3 ax- -f- ** • Ciò posto , 
neircquazione (P) si metta per » il suo valore 

in X , ed il valore di iw , e si otterrà ., 

f a(^^-ffijr*-f C*^&c.;=2uf ^-f.^^*+453tf ^-f-5*^-|-2£x5 &c. 

+J2£*^ &c* 

di dove paragonando i coefficienti dei termini o-* 

I I 

mologi 81 deduce •>fr?4>f , fc— — v^f , C=:— .^ y 

I I 

^ - — "7 .>< , JBr —Jy &c. &c. , onde sì ha final- 
4 5 \ 

mente log. ( i-{-x ) = »/f « -|« fix' + C** &c» •• 

I II I 

= ^ (*— -^x«+ jx^^ — X4+ —5 &c. &C. 

433* Questa è la formola nella quale si conten- 
gono grinQniti sistemi possibili , perchè.^, che 
dicesi il Modulo del sistema logarimmico , può ri- 
cever qualunque valore, e da ciascun valore di •/€ 
ne deriva sempre un diverso valore della base^co* 
me si avrà luogo di vedere in appresso . Si vede 
pertanto ,che non si può determinare il logarimmo' 
di un numero dato , se dato non sia nel tempo 
stesso a qual sistema debb*appartenere • 

Il sistema più naturale è quello , in cuj si pone 
•^=^1 , e questo dicesi per conseguenza sistema de* 
^ogarimmi naturali ; o anche dc'Logarimmi Iper- 
bolici . Se ne vedrà la ragione chiaramente, quando 
parleremo dciriperbola . 

434^ 



434. Dalla forinola del Logarimmo di i-}-»' i si 
può dedurre log. (^-j-x) - log. ra( 14-— ) J- log. 

T"4a^'^~5«*""~' **^* * * fatto X negativo ........... 

log.(a — x^s log. a — — i— — ? — — — - _&c* 

serie convergente, perchè dev'essere 4>:r'afSn. 

a-^-x 
che sia positiva la funzione ,come si suppone . 

43 J. Nell'espressione di /og.(tf—.;e)sf pongaci; . 

X x^ *2 x^ 
e si avrà — log. (^—^)^J+-+-+- + &c. 

mz'-^log. (I— ^) - log.i^log.(i^x)=log.\—^ J 

perchè nel sistema Iperbolico si ha log. i=^o dun- 
que dividendo per ;!: , si otterrà 



1 / l \ X X^ X^ x"^ 

Si moltiplichi quest'equaajbne perx*— -* , e fatte 
le riduzioni si avrà ;r+<«-T- 1) /og. ( ) 



derivare respressioni !e più comode di tutti i Lo» 
garimihi • 

Esempio • Vogliasi il Logarimmo Iperbolico 
di . 2. Operazione : Si ponga nfz=:z ^ e si avrà 

'«»«.»= 7P+7P+7:j?+7P&c.) dove 

pigliando otto termini , si ha /og.a^o, <f93i47iS 
Se vogliasi il Lugàrinimo di 5 , il troverà log. 5 

=: 2 log.2 + -(^ 1+ — +-^+ &C. ) :r .... 

I , <(op437pi , e cosi degli altri • 

440. E* dunque facile , per mezzo delPesposta 
serie » trovare i Logarimmi dei numeri primi ; ma 
trovati questi si trovano facilmente tutti gli altri , 
che altro non sono , che un composto di numeri 
primi . 

Dunque una tal serie è utile generalmente per 
determinare i Logarimmi di qualsivoglia numero • 

' 441. Un'altro sistema Logariramico di grand* 
uso è il sistema dei Logarimmi volgari, i quali bana- 
no la basesio • Le due serie de* nnmeri y e de' 
Logarimmi in questo sistema » sono le seguenti 
0,1,2, 3 , 4 , y , . &c. 

I f IO , 100, 1000, 1 0000, 1 00000, &€• 

442. Siccome però in questo sistema i niimert 
procedono in progressione decupla , e per la pra- 
tica bisognano ancora i Logarimmi dei numeri in- 
termedi , si sono inseriti p , ppp , pp^ medj pro- 
porzionali Arimmetici fra ciascuna coppia di Lo- 
garimmi corrispondenti alle potenze di io, e con 

questo la serie dei Logarimmi è divenuta 

o; 0,00000001; o, 00000002;^, 000ÒCOC03; ... I 
I, ooocooi; I, oooooooz; i, 00000003; ••• 2; &c* 

do« 



^91 
dove il Logarimmo I è il decimo miHfonetìmo me- 
dio proporzionale , e cosi % per rapporto ad i , &c« 
Posto questo ripiego dei medj Ariinmctici , si vi- 
de subito la difficoltà di assegnare a ciascun nu- 
mero intermedio ai termini della progressione de- 
cupla, il suo Logaritmo, e si procurò di sodis- 
farvi con immenso travaglio nei modo seguente. 
Volendo il Logarimmo di un numero » il quale 
cada fra due numeri lAj £ , dei quali si conosca- 
no i Logarimmi a, b , si cerchi un medio geome- 
trico C r \/^B • Se C non sia il Logarimmo ri- 
chiesto , esso dovrà cadere fra u^ , e C > o fra 
B 5 e C ; si cerchi dunque un medio geometrico 

D - \/*ACj òs:\/bc^ e se neppur questo sia il 
Logarimmo , che si cerca , si prosegua T Opera* 
zione , finché giungasi ad ottenerlo • 

443. Con questo tentativo , che richiede un'im- 
rjnenso travaglio , furono costituite le prime Tavo- ' 

le de' Logarimmi , non conoscendosi allora le se- 
rie ingegnose, che furon trovate in .appresso, dai 
sommi Analisti Mercatore 9 Newton » Halle/ » e 
Leibnitz • 

444. Da ciò, che si è detto fin qui» si. rac- 
coglie ,Nche i Logarimmi volgari appartenenti ai 
numeri intermedi alla progressione decupla , sono 
-composti di un numero intero , e di una frazione 
decimale • 

11 numero intero dicesi Caratteristica Logarim- 
micd, e la frazione decimale si appella Mantissa. 

E' chiaro , che la^ Caratteristica » contiene sen> 
pre tante unità > ,quan te cifre , meno una , contiene 
il numero^ a cui appartiene il Logarimn^o , e vi- 
ceversa • 

445- 



4^f. Stél. Se alla Cantfèristica di uo^ Loga^ 
rimmo volgare si aggiunga ^ o si tolga un numé« 
ro m di unità , il risultato è nel primo caso il 
Logarimopto del medesimo numera » moltiplicato 
per. il prodotto di m diecine, e nel secondo è il 
Logarimmo del medesimo numero diviso per il 
prodotto di m diecine • Questa verità si può ren. 
der manifesta con degli esempi. 

Si prenda il Logarimmo di aai^y ; questo è 
ìi 3594515; ^ì moltiplichi per io , onde sia 
/og.aay7>cio=;/(ig.2atf74-/og-ior:3, 3554ji5-fi 

=^4» 3554515 ^ . . . 

Il medesimo Logarimmo si moltiplichi per 100 » 
e sarìi log. 22(57 X ^^^ - ^^&* t%6j -[- tog. 100 3 
3-|-2, 3J545I5 , e cosi in seguito . 

Dividendo per io» si avrebbe logl'—^s.^ 
/og. 22^7 ~/6£. lor3-T-i>*35 54515 • 

22^7 . 

Dividendo per 100 , si avrebbe log, "^7^== .,f^ 

log. 2x€y -^ log. ioarrj— 2 , 3554515 > « ^^^^ 
in seguito* - • • 

44tf. Si può qui ricercare qua! debba esser ìì Mo- 
dulo W, perchè iLogafimmi Iperbolici dfvenigana 
Logarimrti volgart , e viceversa. A quest'ogget* 
fa sia- 

447. l^obL Cangiare ì Logarimmi Iperbòlici 
in Logarimmi Volgari, e viceversa . 

Soluzione . Sta log.z un Logarimmo Volgare quà-^ 
iQtrque» ed Zi! Logarimmo Iperbolico di ic; do vii 

lo^.z 
ctóère^/flg?if ar^. Lf e perciò jtzz -^-7^ • 

Mi 



Ma quJttoqtw sii *, ìì valore' del Mcdulo è 
«cmpre lo^ sWss^ ; dunque per ttiaggidr commodi- 
tà si ponga 2::: io > onde ii abbia log. z ^ i ^ è 
si' 'prenda il Logàrimmo Ipcrbòlfco di la , e si 
avrà lùg.JO:zi /ogr5 -{-logn zs 2 , joijSjTO^ &c. 

I 1 
r-I; quindi ^^ J ;=:^ ^ 30258^0, Sk: =•- 

, Ecco pertanto » che pec ridurre i Logarfmmi 
Iperbolici a Logarimmi Volgari » basta luokipli* 
Carli ^er o , 43429448 &c. » e che per cangiare 
i Logarimmi Volgari in Iperbolici basta moltipli- 
carli per 2 , 50258 jop&c. 

Nel modo stesso si determinerebbe . il Modulo 
in qualunque altro )iistema • 

448. Il Modulo de'Logarimmi Volgari , detto 
if Modulo di ftriggs , perchè egli li calcolò il 
primo» è di un. uso^ grande nella Trigonometria. 
Quello dei Logarimmi Iperbolict é di uso nel Cal- 
colò Integrafo • ' 

Sia adesso 

449» Trobl. Dato un Logàrimmo » trovare il 
numero» a cui appardeoe « . . 
( Soluzioni • Se Jl Log|u*ia[imo dato siii oidinarb» 
cioè- Volgare » si- riduca ad Iperbplico io virtù: 
di ciò, che si è detto qui sopra • Suppongasi 
pertanto <»v che il Logarindmo. dato sia Ipcrboifcq^i 
ed r: z • 

Il numero^ a cui appartiene si faccia ^ i-f^ > 
onde si abbia zzz log.{i-\-'x)'=^ ••••-••••»•••••••••••••••, 

1 1 li 

2 » 3 4 . 1 j . . . 

Per ottener « esprjrsi9'>per' um^fuozìoiie di' z^ 

ti 



81 ponga « rs *>tz -f-^2* -^ Cz^ -\-Dz^ &c. , e 8i 

sostituisca questo valore oeir equazione • 

III 
«=*— -^«*+T«^— ~«^+ &c. Essa diviene 

(^z + Bz^ + Cz^ + Dz"^ &c. 






'U^z^^^^Bz^^—B^z^ &c. 

2 

I 
^—^^z^+^^Bz'^&c. 

i 
4 



e paragonando! coefficienti verticali si troverà ••«• 

III 
/^=i , fc — , Czrr , D=~ &c. onde ne risulterà 

- « I — 4. — I 4.—— — ^_L 

■" "^ 2 »^2.J»^2.3.4'^2,J,4.J •^••••••2.3.4 » 

e perciò i+,=i+2+-+— 4....^^^^ ,.(K) 

numero di cui il Logarimmo iperbolico è z . 

450. Se per maggior semplicità ponggsi adesso 
i-\r.x =» si avrà , per esser z=log. n , w=i-|^/og*«+ ^ 

Zoe;. ~~ + /o2;."7~'....4- ;~ serie , che 

ha per logarimmo iperbolico z. 

Si può dunque rappresentare una funzione qua- 
lunque algebràica per una funzione Logarimmica 
infinita • 

4; I. Ma 1a medesima equazione (K) sì può ridur- 
re ancora ad altre 4itili forme • 3^ 
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SI faccia per ' esempio ss- log.(i'j^x}^u log. e ; sa- 
rà i-|-*=c^j e perciò si avrà ....• • 

— ^ — 2 i -m 

^ u log. e log.e log.e u^lbg.e 

Sia e la base Logarimmica , e sarà , 

u u^ u^ u"* «™ 

In virtù dello stesso raziocinio si avrà pure ... 

" "^ I * 1-2 1.2.3 «1.2. 3.4 •••••'• i.2.,..w 

l^in ! ^ -i-|- ^^ +1.3. 3<4+ 1.2.3. 4.5]]5 

» I.2..2W? 2 l'^I.2.3^X.2. 2.4,5 

' I.2.3.,..2W-f-X 

** Per u pongasi Z\/'^-i , e si avrà •.,. •., 

. Z\/ — I — Z\/ — I 

e . +e. z^ z^ 

^ 1 ■ Il ,>T — . I 

2 1.2 ~1.2.3.4**' 

zyj^^l — z\/ — I 



1.2. .29» 
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t. i*^* 3- 4*5 *"i-2.j (2w4-i) * 

4J2. L'esposta soluzione si può ancora applicare 
alla ricerca della base iperbolfca j Difatco basta _^ 

por-' 



^ 



porre oelIVequatioiie ii=;i4-fo;«»-h — 7^ ••<•••• 

4-7T; !~> loff.nz:: I9 tsi avrà immediatamente 
■ !• 9« •••••m •* 

.1 II l ^ 

la base cercata tei-f 1+ 7+7+~+i~+ &c. 

::: a, 71828183 &c. 

453. Trar. I Logarimmi di due nucneri in fin 

iistema , sono geomètricamente proporzionali ai 

logarimmi dei numeri stessi in un^attro sistema • 

Bimostrazione • Sieno 1» , it i logarimmi respet** 

tfvi dì/i^ ^ B neP sistema , che abbia per base a. 

hg.b 
^ , In virtà dell'equazione i =2 «"*=: a , sf atvtà 
tAzza^^ Bz:^a^ ; S^'naizi la prima equazione alla 
potenza n , e la seconda alla potenza m 9 onde si ab- 
bia . c/f" =: a"*" , 5™ =: 4"" j è manifesto che dovrà 

m 

aversi a>^"=:ff™, cioè /* z=iB~ . 

Sieno w' , »» i Logarimmi respcttfvi di ^ ^ cB 
nel «sterna di cui. la base sia b , e si troverà net 



m* 



modo it€S$o AzzB «iquiadi s'inferirà B nsflo» ^ 

m I»* 
perciò — rr -^ , o sia mimi w's»' il che é ciò &c. 

Sia adesso^ per compimento del Teorema di M. 
d'Alembert ( § 1 y 50 i' &egu«ite . 

454* Tt^. Data qualsivoglia funzione logarimmi-* 

ca immaginaria della forma log. (rn'\-'n\/ -^i) dove 
r esponente v sia una quantità qualunque reale, o 
imaginaria , si dice che può sempre ridursrà/Ia^r- 

ma ^dfc^i/— . I.V 



, J^ìmostrazione . Comincitmo dai ckio che <r 
819 {ina quantità reale , e sì avrà log. (nt-^-nx/-.! ) 

53 V Ic^. (w+«\/T) =z V log. i i-^-n v/- I I ;m 

ss «r fo^. 1 I + Il \/- I 1 -f- V /og. I» . 

J I I 

Ma log. (i4-*) =: *• — T**+ ~Jir^-^~&«.dttB* 

•ijue se poogasi jr s » \/- 1 » ne nascerà ••* 

f» 

la somma dei termini reali -|* ^^g* ^ si faccia =: P» 
e la somma dei ccfinini immagmari r: £,\/-x:'si 

avrà /og. I I +» \/-i y 7(Jig.»=: P+ff.\/** ? 

quindi ir logJ i + » \/-i 1 + ^ tog.mz:; •.•••«•• 

v(P-|-ai/.i) ; sia o^P = /^ , ed v^=: A t e si avrà 

finalmente /og.(iw4-»v/i)^= •^-|-iJ\/-^ • 
Se (osse v=: p-^qy/ r i . Si avrebbe vCP-f-jJ^/T) ss 

e fac« 



3^4 _ 

e fatto pT^SL^ U , p^J^ =:£,=: ^^B\)-\. 

Se fosse V jc: r* , si avrebbe log. (i»+»\/T)r* = 

(*>f -fa^*i)*=:u^' ^jji^.l (11.155.) » e cosi in 
seguito • 

Esposta cost la Teoria dei Logarimmi convieo 
trattare adesso della pratica • 

455. TfùbL Si dimanda un metodo col i|uale 
si possano formar le Tavole dei Logarioimi comuni. 

1 
Soludcne. Preso il Modulo =s "T ^^'433*^44^*^ 

Si faccia successivamente i-f-^ eguale a tutti i nu- 
meri primi , e per mezzo del prob, («.450.) si tro- 
vino i Logarimmi , che gli appartengono . Tro- 
vati questi , si avranno i Logarimmi di tutti gli 
altri numeri i quali risultano dal prodotto dei nu- 
merr primi in se stessi , o fra di loro , poiché si 
sa esscie log. S.T — log. S -f- log. T . 

Cosi log. 4 z: log. 2 -|- log. 2 ; log.6 =: log. 2 -f- 
log. 3t &c. J Logarimmi trovati in questa manie- 
ra, si dispongano per ordine , e si avranno le/ Ta- 
vole richieste . Qualora poi* da queste si vogliano 
dedurre le Tavole dei Logarimmi Iperbolici , al- 
tro non si avrà, che da moltiplicare ciascun Lo- 
garimmo Comume per 2 , 30258509 &c. 

Si possono consultar le Tavole di Ullacq» Oza- 
nam , Granier , Deparcieux , Toaldo &c. - 

455. Vrobl. Dato un numero qualunque , tro- 
varne il Logarimmo Volgare per mezzo delle Ta- 
vole • Soluzione » Se il numero sia intero -, e mi- 
nore del alassimo delle Tavole , presso al. numero 
proposto si trova il logarimmo cercato • 

Se il numero sia una frazione ordinaria si ridu- 
ca 



ca lo frazione decimale; si prenda il Logarìmmo 
del numero espresso dalle cifr^ significative con- 
siderate come interi, e da esso tolgànsi tante uni- 
tà, quante cifre decimali conteneva il numero da- 
to , ed il residuo sarà ' il Logarimmo richiesto . 
Un esempio farà comprendere la ragione della 
regola . 

Si voglia il Logarimmo volgare di o, oioj; 
.prendo il Logarimmo di 103 , e trovo 2 , 
0128372. 

Da questo tolgo quattro unità , ed ho — 2, 
0128372 Logarimmo cercato . Per vedere che 
questo sia veramente i! Logarimmo che si cerca , 

/^io3 \ 
si prenda log. [^-^^ J ^ hg.ioi—log.ioooo; 

e si avrà realmente 2,0128372 — 4=: — 2, 0128372 
come sopra . 

Può avvenire che al numero proposto sia an- 
nessa una frazione decimale. In questo caso si fa- 
rà uso del 

Met. I. Si tolgi al numero dato il segno deci- 
male , è se ne cerchi il Logarimmo al sòlito • Do- 
po si tolgano alla Caratteristica del Logarimmo 
trovato tante unità, quante erano le cifre decimali. 

II residuo è il Logarimmo, cercato . 

Verifichiamo la regola con un esèmpio . 

Si voglia il Logarimmo di 22 , <f 7 ; Sarà 

log. 22 , 67=: log, [^^j^J=z log. 2167-^ log. 

ìoozz 3. 35J4n5— 2=:i , 35545IJ. 

Met. 2. Si prenda, il logarimmo de! numero in- 
tero , e la differenza di. questo dal Logarimmo del 
numero stesso accresciuto di un'unità. Quindi si 

' V . ^ di. 



jo5 

dica: Se li nuiierp intero si accrescesse di un' unì- . 

tà, fi suo Logariimio sì accrescerebbe della diffc- \ 

renza trovata ; dunque accrescendolo della data fra- \ 

alone, quanto si accrescere il suo Logarininno ? ' 

Esempio VolendasF il Logarimmo di 3J7 , jay, 
ai prenda il Logarimmo di 258 » e da questo si 
tolga il Logarimmo di 257; si ha per differenza 

t6i66 ; dunque i: 16Ì66 i:— ^ — ; x =r 5481 ; dua- 

100 

que al Logarimmo di ayy si acrgiunga 5481 , e si 
avrà/o^. A57, jajr^a, 4i04?}ia . 

457. Questo Metodo è à sufficienza esatto , pef- 
chè sebbene le differenze de'nuraeri non sicno pro- 
porzionali alle differenze dc*Logariinmi t nondime- 
no, trattandosi di piccole differenze, Terrore di- 
viene quasi insensìbile ; 

458. Ma se il numero dato superasse il pia 
grande di quelli che si hanno nelle Tavole ? Si ope- 
ferà come segue . 

Andando dalla destra verso la sinistra, si riguar- 
dino come decimali tante cifre, quante si richie- 
de , perchè il numero divenga =: , ò < del massi- 
mo numero delle Tavole . Si trovi come sopra il 
logarimmo del numero che ne risulta; a quesco 
si aggiungano .fante unità alla Carattcri/tica , quan- 
te furono le cifre riguardate per decimali , e si 
avrà il logarimmo che si dimanda . 

Sia p^r esempio da trovarci il Logarimmo del 
numero 257325, che sia maggiore del massimo 
numero delle Tavole; si riguardino come decima- 
li le tre ultime cifre, e si avifà log. i^j v ^25 = 
2, 4104S12; si aggmirga j* alla Caratteristica, 
e sari log^, aj73?i5. s:j, 4104SX1 . 

Ri- 



Rfmane adesso j che si applichi la dottrina espo- 
sta alla soluzione di qualche problema • 

45p. Trobl* Dato un capitale a , di cui il frut- 
to per .una porzione e sia annualmente figuale ai, 
supposto , che sì aggiunga ogn'anno il frutto al ca- 
pitale, e che questo si ripeta per )in numero i» 
di anni , si cerca qual debba essere il capitale do« 
pò un tal numero di anni , 

Soluzione. In Virtù delle condizioni proposte si 

ha Ja pi^oporzioOT r : c^b :: 4 : X r: it ^ » 

capitale dopo il prim'adno . Nel modo stésso si ht 

(r+fe) (c-^by 

€ : c-j-b : a- t- x Z2 a 7" , che è il ca* 

pitale dopo il sccond'anno . Cosi dopò il terz^aono 

(c+by ■ • . •-. 

sarà il capitale a — ~ , ed in generale^, dopò 

un numero' w di anni, sarà rr a ^ 
Presi pertanto i Logarimmi si deduce , il Logarim- . 

mo del capitale richiesto =:/(72;4-|-w/o^.l i+'7 /• 

Trovato questo Logarimmo , aon si ha f che dft 

prendere nellcTavole il numero , che gli corrisponde, 

450. TróbL 2, Sia n il numero degli Abitanti df 

una Provincia # e suppongasi, che ogn'anno cre- 

I 

sca di —; dimandasi il di' loro numero dopai* aRini. 

Soluzioni . A tenore delle condizioni , I^ popò- 

n 3^» 
laziofie iier*es^re dopo il prim'anntJrw-j^^^^^""^!^ 

V 2 do*. 



3<58 

31.» 31. Il * 

dopo il secondo deve essere =: — ~ 4- ;;; ' *^ 

r 30 ' 30.3^ 

p^i.n /3i\* 

-: = I '^ 1 • » ; dopo il terzo dev' essere — 

poo Vjo/ ^ 

. I ^ I — I ^ ^ e cosi ia seguito, 

5ro# ^00. 3 « \ 3 0/ 

f /3i\™ 
finché dopo m anni sarà- Vlo/ **' 
. Di Questa funzione se ne prenda il Logarim- 
mo , e si avrà il Logarimmo del numero cercato 
= log. n-^ ni (log.31 — log.30) ; II numero cor- 
rispondente a questa somma sarà il numero , che 
si cerca . i 

451. Se Taccrescimencosi supponesse^" > la 

formola esprimente il numero degli abitanti dopo 

un numero nt di anni sarebbe » I v J * 

Io questa si ponga n=:6, ed «1=200 » e si avrà, 
che qualora la popolazione sia di 6 persone , qual 
fu quella del Mondo > dopo il Diluvio , posto 

r accrescimento annuo eguale a 7^» si avrà, dissi j' 
che dopo 20# dev'essere =: 1 000000 . 

Di fatto , si ponga 6 \~^ J =io»o«o<*'® 

«arà-^=y^ g J i quindi log. i x J ~ 

I y loooooo ^ I 



■£ lOOOOOO ^ 



aoo •"»• I 6 I - aoo 



o,025i#pi, onde -^ = -^^^-^, e finalmente 

6196^ X- loeoooo , o sia .r=i5 prossimamente . 

4(f2. La medesima formola può servire ancora 
per determinare , qua! debba esser J'accrescimen- 
to annuo di. una popolazione, perchè al termine 
di ciascun secolo divenga moltipla di un'ordine 
dato . 

Se vogliasi , per esempio , sapere , qual debba es- 
ser l'annuo accrescimento , perchè una popolazione 
dal termine di ciascun secolo divenga doppia, si 

avrà n \~^ J - ^^^ cioè ^V^ J =^5 per- 
do /og. (— -)"T^^'«-" = ^* 



C030X03 ; on- 



AT-f-i 100^9555 



de = I e finalmente ortr 144 prosk. 

X I 000000 ' ^^ ^ 

simamente • 

453. In ultimo se si vole.sse sapere, dopo quan- 
ti anni una popolazione n , la quale cresca ogn*an- 

I 
no di , debba divenir decupla , non si avrebbe, 

/ lOI \X • lOI XJf 

che da fare n [^ ) =io»,òsia^^-^J = .0. 

log. IO 10000000 

^''"'' " = log.ioi^log,ioo = 43114 == *5' • 
vale a dire , che la popolazione n diverrà decupla 
dopo ciascun periodo di 231 anni^. 

Soggiungiamo qui le Tavole de logarimmi vol- 
gari fino à 1000 • 

TA- 



gio Tavole dc'Logarimtni Volgar 


L . 


N. I Logaritnmu 


Ni Logaritmi, 


M] 


Logarimmi* 


I 


p, 0000000 


ì^ 


1,5565025 


li 


I ,8512585 


2 


0, 3010500 


n 


I, 5682017 


Ti- 


I» 85735^5 


l 


0, 4771ÌM 


38 


1,57^7856 


73 


1 ,8655229 


4 


o> 6020^00 


19 


I, 5610646 


74 


I > «692317 


5 lo, 698^700 


40 


I, 6020600 


75 


I > 8750615 


6 


Q> 7781512 


41 


I, 6127859 


76 


I , 8ÌÌ08136 


7 


o> 8450980 


42 


1,6252495 


77 


I , 8864907 


8 


p, 9050900 


43 


I, 6554685 


78 


I , 8920946 


9 


0, 95424^5 


44 


1,6454527 


19 


I , 8976271 


IO» I, 0000000 


4511,6552125 


80 


I , 9030900 


II 


I, 0415^^7 


46 


J> 6627578 


ti 


I , 9084850 


12 


1,0791812 


47 


t, 6720979 


82 


I , 9^38138 


n 


I>lli594?? 


48 


I, 6812412 


83. 


I , 9190781 


14 


I, I461280 


45^ 


I, 6901961 


84 


I > 9242793 


ij I, I7<^5?i? 1 


\ SO 


I, 6989700 


85 


I , 9294189 


16 


1,2041200 


51 


1,7075707 


86 


I , 9344984 


17 


1,250^489 


52 


i> 7160055 


87 


I ,9595192 


18 


1*2552725 


53 


i>72427)P 


88 


I , 9444827 


I5> 


1,2787556 


54 


i; 73^55^58 


8p 


I » 9493900 


20 i> goiogoo 1 


55 i> 7403^5^7 1 


90 


I ,9542425 


21 


I, 5222195 


56 


I, 7481880 


9^ 


I ,9590414 


22 


I, 5424227 


57 


i»7558^4S> 


9^ 


I ,9637878 


n 


I, 5617278 


58 


I, 7654280 


91 


I , 9654*29 


i4 


I, 58021 12 


59 


I, 7708520 


9^ 


I ,9731^79 


25 'i* 1919^00 


60 I, 7781512 


9$ 


I » 9777236 


26 


I, 4145^73? 


61 


I, 7853i$>8 


96 


I , 9822712 


27 


i>45l?^-^8 


62 


i> 75^25917 


91 


I ,9867717 


28 


1,4471580 


^l 


i> 75^5^340) 


98 


I , 9912261 


*9 


I, 4^25980 1 64 


I, 8061800 


99 


I 19956352 1 


30 


1,4771215 j 65 1,8129154 


100 


2 , oòooooo 


51.1,4913617 t <5é,i,8i954?5> 


roi 


2 > 0043214 


g2 1,5051500 


67 


I, 8260748 


102 


2 , 0Qft6002 


^g 1,51851^9 


68 


1,8525089 


105 


2 , 0128372 


g4 1,5514789 


69 


I, 8588491 


104 


2,- 0170353 


55 U»5440<58o 


70 


1,84509 


lO) 


2 , 021 IH95 



N* 1 Logarimmù 



io6 
107 
io8 
109 
no 



z, oi5go5p 

2 5 029g^^8 
2, 0^1542^8 

2 , 1^742^5 
2 r 041^927 



III 
112 

"5 
114 

ii7 

117 
.118 

Ii5> 
120 



2, 045g2go 
2 > 04^2180 
2 ,05^0784 
2 , 0565^049 
2 , 0606978 

2 , 0644580 
2 , 0681859 
2 > 0718820 
2- * 0/5 5470 

2 > O79I8I2 



121 
122 

124 

126 

Ii7 
128 
129 



2 , 0827854 
2, 086^598 
2 i 089905 1 
2, 09U1I7 

2 9 0969100 



2 , 100^705 } 

2, iog8og7 

2 , 107 2 100 

2, IIO5897 

2 , Iig94.?3 



i?4 



2 , 1172715 

2 , 12057.^9 
2 , I2g85i6 
2 , 1271048 



156 

140 



^> ^UU^9 
2 , 1567206 
2, 119^791 

2 , 14ÌOI48 
2 , I461280 



N. 


j tozarìmmu 


141 


2 , 1492191 


142 


2 , 1522885 


I4J 


i> if5r?^o 


I4'4 


2, I5«i5625 


14J 


2 , 161 ,63o 


146 


2, 1645529 


147 


2 , 1672175 


I4i{ 


2 , 1702619 


149 


2 , 1751865 


150 


2> I769P15 


151 


2 , 1785^769 


IJ2 


2 , 1818456 


15? 


2 , 1746914 


IH 


2 , I8752O7 


IJ5 


2 > 15^0^17 


156 


2, 1951246 


157 


2, 195 «95^6 


«58 


2 , 1986571 


i5$> 


1» 2015^71 


160 


2 , 204iaoo 


i5i 


2 , 3068^59 


162 


2 > 2095150 


i<? 


2 , 2121876 


164 


2 , 2148458 


1^5 


2, 2174859 


166 


2, 2201081 


167 


2 , 2227165 


168 


i > 225^095 


169 


2, 22*78867 


170 


2 , 25O4489 


171 


2 , 2529961 


172 


2, 2J55284 


^n 


2 , 2J8O461 


?74 


J» 2405492 


I7J 


2> 24JOJ80 



5M f 

Lofartnmì. 




179 
180 

181 
182 
18, 

184 
185 



186 

187 
Ijs8 
189 
190 



191 
192 

IP4 

195 



1961 2 

I5?7 2 
I9« 2 

200 2 



.201 
2O2 
aOi 
^204 
a05 



206 
207 
208 
209 
210 



2455127 

2475^7 i< 
2504200 
252*530 
2552725 

2576786 
2 600 71 4 
2624511 
264^ 178 
2671717 



2922561 
2944662 
i9666%i. 
19*8551 
5010500 



3051961 

305.^541 
5074960 
5096302 



269U^9 

2718416 

274557^ 
2764618 
27875J6 



2^10554 

285 jOll 

-^^55:5 
2878017 
2900546 



5158672 

ÌÌ597QI 
.?i806Ì5 
5201465 
5222195 



gli 

N. I Logarmmt. 



Ili 

212 

214 
ai5 


2 

2 
2 
2 


, 5242825 

» ì^^li^9 
f ^28j75>o 
» 5^04158 
> 3g24g»J 


216 
217 
218 
219 
220 


2 

2 

2 
2 

2 


> 3?445?7 
* gg<54597 

» 5404441. 

, 5424227 


221 
222 

22g 
224 
225 


2 
2 

2 
2 

2 


3 54455^25 
1 5465550 

» 5485049 
p 5502480 
, 5521825 


226 
227 
228 
229 
i?0 


2 
2 
2 

2 
2 


» 5541084 

> 5560259 
f 5575^548 

> 555^8555 

y 5617278 


2g2 
2g4 


2 
2 
2 
2 
2 


, 5656120 
, 5654880 
y 56755)$^ 
. 565^2159 
, 5710679 


2^6 

240 


2 
2. 

2 , 

2 


» 5729120 
t 5747485 
. 5765770 
5785975^ 
, 58O2112 


241 

'242 

^4g 

244 

24) 


2 > 
2, 
2, 
2, 
2 i 


5820170 

'5858154 
5856065 

5875898 
589I661 



N» \ Lcgarimmi. 



246 

247 

248 

^^9 
250 


2 
2 
2 
2 
2 


> 55^09551 
, 5926970 

> 55^44517 

9 55^61995 

> 55^79400 


251 
252 

i55 

254 
255 


2 
2 
2 
2: 

2 


> 5996757 
, 4OI4OO5 
1 4O5IÌO5 
. 4048557 
, 4065402 


256 2, 

2f7 2j 

258 2, 

259 2j 

260 2 


4O824OO 

409955» 

4II6197 

, 4152998 

► 4149755 


261 
262 
265 
264 
265 


2 3 

2 3 
2 1 
2 j 
2 , 


4I664O5 
4I85OI5 
^199557 
4216959 
4252459 


266 
267 
26S 
269 

270 


2 : 
2 1 
2 1 

2 


, 4248S16 

4265 115 
4281548 

4297)25 
, 45156^8 


271 
272 

275 

^74 
275 


2 1 

2 3 
2 ] 

2 i 


1 4^29695 

» 45.45689 

4561626 

4577506 

4^955^7 


276 

277 
278 
119 
280 


2 > 
2 9 
2 > 
2 > 
2 » 


4409091 
4424798 
4440448 
4456042 
4471J80 



A^. \ Logarimmù 



281 


2 


, 4487065 


282 


2 


, 4502491 


285 


2 


» 451786^ 


284 


2 


» 4555185 


285 


2 


, 4548449 


286 


2; 


, 4565660 


287 


2, 


» 4578819 


288 


2; 


• 45959^5 


289 


2 j 


460S978 . 


.290 


2: 


, 4625980 


291125 


, 4658950 


292 


2| 


4615828 


295 


2 j 


, ^663676 


294 


2 ] 


4685475 


^91 


2 3 


4698220 


296 


2 > 


4712917 

4727564 1 
4742165 


297 


2 ] 


298 


2, 


299 


2 1 


4756712 


500 


2: 


4771215 


501 2 : 


478)665 


502 


2 3 


48POO69 


505 


2 , 


, 4814426 


504 


2 ] 


48^8756 


505 


^ 


4842998 


506 


■^ 


^ 48J7214 


507 


2 3 


, 48715,84 


508 


2 3 


4885^07 


509 


2 ] 


4899585 


510 


2 3 


4915617 


3" 


2 3 


4927604 


51Ì 


2 ] 


4941546 


515 


23 


49) 544 J 


514 


2 1 


^9^9^9^ 


515 


2 9 


4985106 



N. f. Loganmm. 

■ I ■■ ■ ■ .1 . ■- 
JI6I2, 4^^0871 



N. j Logarimmu 



in 


2. JOlOJ^g 

x*> $024x71 
», J0?7907 
2 , $o;t50o 


5*» 

?»5 


2 , JOéJOJO 
* * 5078J5P 
2 , J09iOa5 
2, 5i054fo 
2 , 5iiS8{4 




2, mn-jó 

». 5145477 
2, Ì1587JS 

»» 5171959 
2, 5»8ji?9 


SJ5 


2 > 5iy&j8o 

S. 5*1»?^! 

2, 5.»-«444x 
2, 5»J74<55 
2, 5*50448 


SJ7 
540 


2, U6%i9i 
2, U76i99 
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